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Tiivistelmä

Jos taulukon lokeroista yli puolet sisältää saman arvon, sanotaan sitä enemmistöarvoksi.
Enemmistöarvon löytämiseen on olemassa monessa suhteessa esimerkillinen algoritmi:
erittäin pieni, elegantti, nopea ja muistin käytöltään säästeliäs. Sen ainoa, mutta sitäkin
merkittävämpi, puute on, että sille on melkein mahdoton keksiä järkevää käyttöä. Mel-
kein aina joko tarvitaan tieto eniten esiintyvästä arvosta siinäkin tapauksessa,että se ei
ole enemmistönä, ja sitä algoritmi ei tuota; tai eri arvoja on vain kaksi, jolloin tehtävä rat-
keaa helpommalla laskemalla jomman kumman arvon esiintymiskerrat. Tästäsyystä kir-
joittaja on pitkään pitänyt algoritmia mielenkiintoisena mutta käytännössä hyödyttömänä
akateemisena kuriositeettina. Yllättäen kirjoittajalle tuli vastaan tarve, johon algoritmi on
juuri sopiva. Tämä kirjoitus alkaa algoritmin esittelyllä. Sitten esitellään joukko toistensa
varaan rakentuvia algoritmeja, joista viimeinen käyttää enemmistöarvon löytämisalgorit-
mia apunaan. Matkan varrella kohdataan useita kiehtovia algoritmisia ideoita.Kerrotaan
myös, miksi enemmistöarvon löytämisalgoritmi on erityisen sopiva tehtäväänsä viimei-
sessä algoritmissa.

1 Johdanto
Tämän kirjoituksen päätavoitteena ei ole
esitellä uusia tieteellisiä tuloksia, vaikka
sitäkin tässä kirjoituksessa tehdään. Al-
goritmien tutkimus on tuottanut monia
yllättäviä ja joskus suorastaan nerokkai-
ta tuloksia, joiden oivaltaminen tuottaa
mielihyvää. Tämän kirjoituksen käsittele-
mien asioiden tutkiminen tuotti kirjoitta-
jalle tällaista mielihyvää tavallista enem-
män. Kirjoituksen päätavoitteena on välit-
tää tätä mielihyvää lukijoille.

Kirjoitus on tarkoitettu laajalle luki-
jakunnalle ohjelmoimaan juuri oppineis-
ta algoritmeja hyvin tunteviin. Siksi siinä

on vaikeustasoltaan vaihtelevia osia. Osa
vaikeimmista asioista on ladottu lauseiden
todistuksiksi, joten lukijan on helppo hy-
pätä niiden yli niin halutessaan. Todistuk-
sia ei kuitenkaan kannata hypätä yli ru-
tiininomaisesti, sillä osa kiehtovista aja-
tuksista on esitetty vain niissä.O- ja Θ-
merkintöjen tuntemisesta on apua, mutta
välttämätöntä se ei liene.

Tieteellisten kirjoitusten tyyliin kuu-
luu, että lukija pidetään koko ajan tietoi-
sena siitä, mihin tähdätään. Salapoliisiker-
tomukseen sovellettuna se tarkoittaisi, et-
tä syyllinen paljastetaan heti alussa ja lop-
puosa kirjasta perustelee, miksi juuri hän
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on syyllinen. Tämän kirjoituksen tavoit-
teeseen sellainen sopii huonosti. Siksi täs-
sä kirjoituksessa enimmäkseen annetaan
vain vihjeitä siitä, minne ollaan menossa.
Tavallisen tasoista ennakkotietoa kaipaava
voi aloittaa lukemalla luvun 10, jossa kir-
joituksen pääasiat on koottu yhteen.

Tässä kirjoituksessa on myös tavallis-
ta tieteellistä kirjoitusta enemmän pohdit-
tu, miksi ensimmäisenä mieleen tuleva ta-
pa tehdä puheena oleva asia ei ole hyvä.
Jollei tiedä, että suoraviivainen tapa tehdä
jokin asia ei toimi, niin yllättävä tapa saat-
taa tuntua omituiselta kikkailulta. Jos on
tietoinen asiaan liittyvistä ongelmista, niin
yllättävän tavan nerokkuus on helpompi
huomata.

Aloittakaamme.

2 Enemmistöarvon
löytämisalgoritmi

Enemmistöarvon löytämisalgoritmi rat-
kaisee seuraavan tehtävän. On annettu ar-
vot A[1], A[2], . . . , A[n], missän ≥ 1. Jos
jokin arvo esiintyy aineistossa ylin/2 ker-
taa, niin tehtävänä on ilmoittaa tämä ar-
vo. Jos mikään arvo ei esiinny aineistossa
yli n/2 kertaa, niin algoritmi saa palauttaa
minkä tahansa arvon, joka esiintyy aineis-
tossa. Jos enemmistöarvo on olemassa, on
se yksikäsitteinen.

Algoritmin palauttamasta arvosta ei
voi välittömästi nähdä, onko se enemmis-
töarvo vai onko niin, että millään arvolla
ei ole yksinkertaista enemmistöä. Tämän
voi kuitenkin selvittää helposti ja nopeasti
laskemalla, montako kertaa palautettu ar-
vo esiintyy aineistossa.

Tällaisen algoritmin suunnitteleminen
on hauska tehtävä niille, jotka pitävät
pikkunäppärien algoritmien suunnittele-
misesta eivätkä tunne ratkaisua ennalta.
Jos kuulut heihin, älä lue kohta tulevien
kolmen tähden ohi ennen kuin olet yrit-

tänyt! Paras ratkaisu on niin nopea, että
aineistoa ei ehdi laittaa suuruusjärjestyk-
seen siinä ajassa.

Tehtävään ei kannata suhtautua pelk-
känä akateemisena kuriositeettina. Mar-
raskuussa 2009 julkaistiin uutispalstalla
comp.theory otsikolla ”Math/CompSci
Interview Question — Thoughts?” viesti,
jossa ohjelmistotuotannon alan työpaik-
kaa isosta monikansallisesta yrityksestä
hakenut kertoi saaneensa työhönottohaas-
tattelussa ratkaistavakseen seuraavan teh-
tävän (suomennos minun):

On annettu 1 000 000 32-bittistä ko-
konaislukua sisältävä taulukko. Yk-
si kokonaislukuarvox esiintyy siinä
ainakin 500 001 kertaa. Laadi algo-
ritmi x:n löytämiseksi. Tehokkuu-
desta saa lisäpisteitä.

Viestistä virinneessä keskustelussa esitet-
tiin muutama erilainen ratkaisu ja pohdit-
tiin, mihin haastattelija pyrki kysymyksel-
lään.

Netti ei olisi netti, ellei siellä oli-
si myös sivua, johon on koottu vastauk-
sia työpaikkahaastatteluissa esiintyneisiin
kysymyksiin. Enemmistöarvon löytämi-
nen löytyy sieltäkin [7].

* * *

Parhaan tunnetun enemmistöarvon
löytämisalgoritmin keksivät Robert S. Bo-
yer ja J Strother Moore1 1980. He saivat
kirjoituksensa julkaistua vasta 1991 [4],
mutta tieto heidän keksinnöstään levisi si-
tä ennen ja löytyi oppikirjasta jo 1986 [2].

Algoritmi on esitetty kuvassa 1. Se käy
aineiston kerran läpi ylläpitäen arvausta ja
laskuria. Ensimmäiseksi arvaukseksi ote-
taan aineiston ensimmäinen arvo. Jos vas-
taan tuleva arvo on sama kuin arvaus, niin
laskuria kasvatetaan yhdellä. Muussa ta-
pauksessa laskuria vähennetään yhdellä,
paitsi sen ollessa nolla sitä ei vähennetä,

1J:n perässä ei ole pistettä, koska J ei ole lyhenne vaan ensimmäinen etunimi kokonaisuudessaan.
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laskuri := 0
for i := 1 to n do

if laskuri= 0 then arvaus:= A[i]; laskuri := 1
else ifA[i] = arvausthen laskuri := laskuri+1
elselaskuri := laskuri−1

Kuva 1: Enemmistöarvon löytämisalgoritmi.

vaan vastaan tuleva arvo otetaan uudeksi
arvaukseksi ja laskuri kasvatetaan ykkö-
seen.

Algoritmin toiminnan oikeellisuus ei
ole aivan itsestään selvä, joten se ansait-
see tulla todistetuksi.

Lause 1 Olkoon a muuttujanarvausar-
vo kuvan 1 algoritmin lopetettua. Jokoa
esiintyy taulukossaA yli n/2 kertaa tai mi-
kään arvo ei esiinny taulukossaA yli n/2
kertaa. Josn≥ 1, niin a esiintyy taulukos-
saA.

Todistus.Koska laskuria ei vähennetä sen
ollessa nolla, on laskurin arvo aina nolla
tai positiivinen.

Tarkastellaan for -silmukan jokaisen
kierroksen alussa funktiotaf (x), joka
määritellään seuraavasti:

f (x) =

{

laskuri, josx = arvaus
−laskuri, muutoin.

Ensimmäisellä kerrallaarvauson määrit-
telemätön, mutta se ei haittaa, koska sil-
loin laskuri = 0 ja funktion määritelmän
molemmat vaihtoehdot tuottavat jokaisel-
la x saman tuloksen 0.

Jos suoritetaan ensimmäinenthen-
haara, niin f (A[i]) muuttuu arvosta 0 ar-
voon 1 ja muillax f(x) muuttuu arvosta 0
arvoon−1. Keskimmäisen haaran tapauk-
sessaf (A[i]) kasvaa yhdellä ja muutf (x)
vähenevät yhdellä. Myös viimeisessä haa-
rassaf (A[i]) kasvaa yhdellä, koska silloin
A[i] 6= arvaus ja f (A[i]) = −laskuri. Li-
säksif (arvaus) vähenee ja muutf (x) kas-
vavat yhdellä.

Yhteenvetona saadaan, että josA[i] =

x, niin f (x) kasvaa yhdellä riippumatta sii-
tä, mikäif -lauseen kolmesta haarasta suo-
ritetaan; ja josA[i] 6= x, niin f (x):n arvo
voi kasvaa yhdellä tai vähentyä yhdellä.
Jos x on enemmistöarvo, niin kasvuker-
toja ovat ainakin ne ylin/2 kertaa, jol-
loin A[i] = x. Kasvukertoja on siis enem-
män kuin vähenemiskertoja. Näin ollen,
ja koska f (x) aloittaa nollasta, on algo-
ritmin lopussa f (x) > 0. Jos silloin oli-
si f (x) = −laskuri, niin olisi laskuri< 0.
Mutta näin ei voi olla, koska aikaisem-
min todettiin, että ainalaskuri ≥ 0. Jäl-
jelle jää vain f :n määritelmän vaihtoehto
f (x) = laskuri ja x = arvaus.

Olemme osoittaneet, että josx on
enemmistöarvo, niin algoritmin lopussa
arvaus= x. Lisäksi algoritmilta vaadittiin,
että jos enemmistöarvoa ei ole jan ≥ 1,
niin lopussaarvauson jokin aineistossa
esiintyvä arvo. Tämä on helppo nähdä to-
deksi kuvasta 1. 2

Enemmistöarvon löytämisalgoritmi ei
tee muuta kuin selaa aineiston läpi täs-
mälleen kerran ja jokaisen arvon kohdal-
la se tekee kolme yksinkertaista toimintoa.
Apumuistia se tarvitsee kaksi kokonaislu-
kumuuttujaa vastauksen esittämiseen käy-
tettävän muuttujan lisäksi. Se on siis mel-
kein niin yksinkertainen, nopea ja muisti-
pihi kuin taulukkoa käsittelevä algoritmi
voi ylipäätään olla. Silti se ratkaisee haas-
tavan tehtävän. Näissä suhteissa se on al-
goritmisuunnittelijan unelma.

Enemmistöarvon löytämisalgoritmista
ei välittömästi näe, että se tuottaa tulok-
seksi sen mitä pitää. Tämä ei ole pelkäs-



36 Kuinka kiltti mutta tarpeeton pikku algoritmi sai tärkeän tehtävän

Kuva 2: Noppapeli, jossa on pitkä turvallinen sekä lyhyt vaarallinen reitti.

tään myönteinen asia, mutta toisaalta se
on merkki siitä, että algoritmi ei ole it-
sestään selvä. Koska se on yksinkertainen
ja tehokas mutta ei itsestään selvä, saavat
jotkut tutkijat, kuten minä, siitä älyllistä
mielihyvää ja kutsuvat sitä elegantiksi.

Näin ollen sitä on käytetty esimerkki-
nä oppikirjoissa [2, kohta 4.3.3], [11, lu-
ku 18]. Se on eräs ensimmäisiä koneelli-
sesti oikeaksi todistettuja algoritmeja, sil-
lä sen keksijät olivat myös erään kuului-
san varhaisen automaattisen teoreemanto-
distimen laatijoita ja todistivat sillä algo-
ritminsa Fortran-kielisen toteutuksen oi-
keaksi vuonna 1980 [4]. Algoritmia on
käytetty esimerkkinä jopa Helsingin yli-
opistossa tehdyssä filosofian väitöskirjas-
sa [12]. Ja, kuten edellä todettiin, enem-
mistöarvon löytämistehtävällä on testattu
työnhakijoita.

Kun näiden kehujen jälkeen aletaan
miettiä, mihin enemmistöarvon löytämis-
algoritmia voitaisiin käytännössä hyödyn-
tää, niin tunnelma lässähtää kuin pan-
nukakku. Tehtävän englanninkielinen ni-
mi ”majority vote/voting” luo mielikuvan
vaaleista. Algoritmin tuottama informaa-
tio ei kuitenkaan riitä todellisissa vaaleis-
sa, vaan tarvitaan myös kunkin ehdokkaan
äänimäärä, ja ehdokkaat on asetettava nii-
den mukaan järjestykseen. Nämä on help-
po laskea muilla keinoin, jos ehdokkai-
ta on ennalta tunnettu pienehkö joukko.
Niinhän todellisissa vaaleissa on.

Laskenta muuttuu millään lailla vai-

keaksi vasta kun aineisto on poimittu suu-
resta perusjoukosta. Silloinkaan ei yleen-
sä riitä löytää enemmistöarvoa, vaan halu-
taan tietää eniten ääniä saanut arvo siinä-
kin tapauksessa, että se ei yksinään muo-
dosta enemmistöä. Toisaalta, jos aineis-
to järjestetään suuruusjärjestykseen, niin
on helppo selvittää kunkin arvon esiinty-
miskertojen määrä laskemalla monestiko
se toistuu peräkkäin. Vaikka järjestäminen
on hitaampaa kuin enemmistöarvon löytä-
misalgoritmin suoritus, on se riittävän no-
peaa useimpiin käytännön tarpeisiin.

Näistä syistä enemmistöarvon löytä-
misalgoritmille on jokseenkin mahdoton
löytää hyödyllistä käyttöä. Niin ainakin
uskoin 21. elokuuta 2009 asti.

3 Markovin ketjut
Noppapelissä syntyy silloin tällöin ku-
van 2 kaltainen tilanne. Nykyisestä pai-
kasta maaliin on kaksi vaihtoehtoista reit-
tiä: pitkä mutta turvallinen sekä lyhyt, jos-
sa on vaarallinen paikka, johon pelaaja ei
halua osua.

Voidakseen tehdä viisaan valinnan pe-
laaja haluaa tietää, millä todennäköisyy-
dellä hän osuu vaaralliseen paikkaan, jos
hän valitsee lyhyen reitin. Jos pelaaja on
esimerkiksi neljän askeleen päässä vaaral-
lisesta paikasta, niin seuraavalla heitolla
hän pääsee sen ohi todennäköisyydellä1

3
(silmäluvut 5 ja 6). Todennäköisyydellä16
hän osuu siihen seuraavaksi (silmäluku 4).
Muutoin hän jää yhden, kahden tai kol-
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Kuva 3: Yksinkertaistettua noppapelin tilannetta vastaava Markovin ketju.

men askeleen päähän siitä, missä kunkin
vaihtoehdon todennäköisyys on1

6.
Olkoon vaaralliseen paikkaann askel-

ta, ja tarkoittakoonpn todennäköisyyttä
osua siihen ennemmin tai myöhemmin.
Kun n < 0, on vaarallinen paikka ohitet-
tu, jotenpn = 0. Kunn = 0, ollaan vaaral-
lisessa paikassa, jotenp0 = 1. Kunn > 0,
niin pn lasketaan summana niistä kuudes-
ta tapauksesta, jotka vastaavat seuraavan
nopanheiton silmälukuja 1, 2, . . . , 6:

pn =
1
6

6

∑
i=1

pn−i .

Nämä säännöt voi esittää kuvan 3 kal-
taisella piirroksella. Oikein piirrettynä sii-
tä tulisi kamalan sotkuinen, joten sitä on
yksinkertaistettu kuvittelemalla, että arpa-
nopassa olisi vain kolme tahkoa silmälu-
vuiltaan 1, 2 ja 3. Piirrosta on yksinker-
taistettu myös esittämällä negatiiviset as-
kelmäärät (elin < 0) yhdellä ympyräl-
lä, johon on kirjoitettu ”T” tarkoittamaan
turvallista paikkaa. Vaarallinen paikka on
merkitty kirjaimella ”V”, ja ympyröihin
kirjoitetut numerot tarkoittavat etäisyyt-
tä vaaralliseen paikkaan. Kaarten varrel-
le kirjoitetut luvut ilmaisevat siirtymien
todennäköisyydet. Jos todennäköisyys on
nolla, niin vastaava kaari jätetään piirtä-
mättä.

Meillä on siis järjestelmä, jossa ontilo-
ja (kuvan ympyrät) sekä tunnetulla toden-
näköisyydellä tapahtuviasiirtymiä tilasta
toiseen (kuvan nuolet). Tällaista järjestel-
mää sanotaan (diskreetin ajan)Markovin
ketjuksivenäläisen matemaatikon Andrei

Markovin mukaan, joka eli 1856–1922 [3,
s. 873]. On olemassa myös jatkuvan ajan
Markovin ketjuja. Ne ovat hankalampia
selittää, mutta onneksi tässä kirjoitukses-
sa tarvitaan niistä vain kahta tietoa: ai-
van kohta käsiteltävä samanveroisten tilo-
jen yhdistäminen koskee niitäkin, ja nii-
den siirtymiin merkityt luvut voivat saada
myös negatiivisia arvoja.

Markovin ketjuista voi ratkaista nu-
meerisesti monenlaisia asioita koskien
tutkittavaa järjestelmää. Isojen Markovin
ketjujen käsittely on valitettavasti työläs-
tä. Tästä syystä on kehitetty keinoja pie-
nentää Markovin ketjuja tunnistamalla tie-
tyssä mielessä samanveroisia tiloja ja su-
lauttamalla ne yhteen. Kuvan 3 tilaT on
niiden tilojen yhteensulautuma, jotka vas-
taavat etäisyyden negatiivisia arvoja.

Kuva 4 havainnollistaa tilojen yhdistä-
mistä yleisemmin. Sen Markovin ketjussa
on kolmenlaisia tiloja. Ne on merkitty kir-
jaimilla ”A”, ” B” ja ” C”. Ajatuksena on,
että tilat on merkitty eri kirjaimilla jos ja
vain jos niillä on jokin välittömästi mer-
kityksellinen ero. Esimerkiksi noppapelis-
sä vaarallinen tila on välittömästi erilainen
kuin muut tilat: pelätty uhka on toteutu-
nut, kun muissa tiloissa on ainakin toivoa,
että se vältetään. Tilojen tällaista luokitte-
lua kutsutaanalkujaoksi.

Kuvan 4 vasemmanpuoleisessa piir-
roksessa on huomattu, että kummastakin
harmaalla viivalla ympyröidystä tilasta
päästään seuraavaksiB-merkittyyn tilaan
todennäköisyydellä 0,9 jaC-merkittyyn
tilaan todennäköisyydellä 0,1, ja muualle
kummastakaan ei pääse. Niillä on siis sa-
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Kuva 4: Tilojen yhdistäminen Markovin ketjussa.

mat mahdolliset tulevaisuudet samoilla to-
dennäköisyyksillä. Niillä ei myöskään ole
välitöntä eroa, koska ne on merkitty sa-
malla kirjaimella ”A”. Ne ovat siis kaik-
kien olennaisten asioiden kannalta saman-
veroiset, joten ne voi yhdistää yhdeksi ti-
laksi.

Kuvan oikeanpuoleisessa piirroksessa
on kaksi muuta tilaa todettu samanve-
roisiksi. Niistä toisesta lähtee kaksi siir-
tymää todennäköisyydellä 0,4 ja toisesta
yksi todennäköisyydellä 0,8, mutta se ei
haittaa, koska ne vievät samanveroisiksi
jo todettuihin tiloihin. Siksi kummastakin
päästään samalla todennäköisyydellä 0,8
samanlaiseen vaihtoehtoisten tulevaisuuk-
sien kokonaisuuteen. Lisäksi kummasta-
kin pääsee toiseensa samalla todennäköi-
syydellä 0,2. Mitään eroa ei voi havaita
heti eikä myöhemmin.

Sen sijaan vasemmanpuoleisia tiloja ei
voi yhdistää. Ne eroavat toisistaan sen
todennäköisyyden suhteen, jolla päästään
äsken yhdistettyihin tiloihin. Toiselle niis-
tä tämä todennäköisyys on 0,5 ja toiselle
0,9.

Edellä aloitimme alkuperäisellä Mar-
kovin ketjulla, tunnistimme samanveroisia
tiloja ja yhdistimme ne. Tämä toimintape-
riaate joutuu vaikeuksiin oheisen Marko-
vin ketjun tapauksessa. Sen kaikki tilat voi
yhdistää, mutta mistä nähdään, että niin
on?

0,7 0,4
0,3 1

0,6

A A A
1

A

Tämän vuoksi tiloja yhdistävät algoritmit
toimivat toisella tavalla. Luvussa 5 katso-
taan, miten asia on hoidettu eräässä toises-
sa yhteydessä. Ennen sitä on tutustuttava
erääseen tietorakenteeseen.

4 Hienonnettavan osituksen
tietorakenne

Joukonosituson sen jako osiksi siten, että
jokainen alkio kuuluu tasan yhteen osaan,
eikä mikään osa ole tyhjä. Ositus on so-
piva käsite esittämään tilannetta, jossa kä-
siteltävät kohteet on jaettu ryhmiin jonkin
yhdistävän tai erottavan tekijän mukaan.

Joukon {1,2, . . . ,n} ositus voidaan
esittää kahden taulukon avulla:luku ja
alku. Samaan osaan kuuluvat luvut ovat
peräkkäin taulukossaluku, jaalku[i] ilmai-
see kohdan, josta osani luvut alkavat. Osi-
tus{2,4}, {6,1,5,8}, {3}, {7,9} voidaan
esittää seuraavilla taulukoilla:

luku = [2, 4, 6, 1, 5, 8, 3, 7, 9]
alku = [1, 3, 7, 8]

Olettakaamme, että osa{6,1,5,8} ha-
lutaan halkaista kahdeksi osaksi{1,5}
ja {6,8}. Tämä onnistuu ryhmittelemällä
osan alue taulukossaluku uudelleen ja li-
säämällä uusi osan alkukohta:

luku = [2, 4, 1, 5, 6, 8, 3, 7, 9]
alku = [1, 3, 5, 7, 8]

Tämän toteuttamisessa tehokkaasti on
ongelma. Uuden osan alkukohta lisättiin
keskelle taulukkoaalku, jolloin sen lop-
puosan sisältö [7, 8] jouduttiin siirtämään
askeleen verran oikealle. Jos loppuosa on
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iso, menee siirtämiseen paljon aikaa. Oli-
si nopeampaa lisätä uuden osan alkukohta
taulukonalku loppuun seuraavasti:

luku = [2, 4, 1, 5, 6, 8, 3, 7, 9]
alku = [1, 3, 7, 8, 5]

Valitettavasti tämä tekee osien loppu-
kohtien löytämisen hankalaksi. Aikaisem-
min osanℓ loppukohta voitiin selvittää
katsomallaalku[ℓ + 1], paitsi viimeisen
osan tapauksessa, mutta sen loppukoh-
daksi tiedetään koko taulukon loppukohta.
Nyt osan 2 loppukohtaa ei voi löytää si-
ten. Tämän ratkaisemiseksi otetaan käyt-
töön kolmas taulukkoloppu, jonka sisäl-
tö ilmaisee osien loppukohdat. Loppukoh-
daksi voitaisiin antaa osan viimeisen lu-
vun paikka, mutta myöhemmin esitettä-
vien asioiden kannalta on luontevampaa,
että loppukohdaksi annetaan sitä ykkösen
verran suurempi luku.

luku = [2, 4, 1, 5, 6, 8, 3, 7, 9]
alku = [1, 3, 7, 8, 5]
loppu = [3, 5, 8, 10, 7]

Osan halkaisemiseksi on tavalla tai toi-
sella ilmaistava, mitkä luvut menevät en-
simmäiseen ja mitkä toiseen puolikkaa-
seen. Riittää kertoa ensimmäiseen puo-
likkaaseen menevät luvut. Otamme tätä
varten käyttöön toiminnotmerkitse(i) ja
halkaise(ℓ), missäi on luku jaℓ on osan
numero. Aikaisemman esimerkin osa 2,
joka sisältää{6,1,5,8}, saadaan halkais-
tua suorittamallamerkitse(1), merkitse(5)
ja halkaise(2).

Toiminnon merkitse(i) on löydettävä
luku i taulukostaluku. Tätä varten otetaan
käyttöön neljäs taulukkopaikka. Jotenkin
on pidettävä kirjaa, mitkä luvut on mer-
kitty. Tämä voidaan tehdä jakamalla osa
alkupuolikkaaseen, joka sisältää merkityt
luvut ja loppupuolikkaaseen, joka sisältää
muut. Niiden välisen rajan ilmaisee uusi
taulukko keski. Viimeinen uusi taulukko

onosa, joka ilmoittaa kullekin luvulle sen
osan numeron, johon luku kuuluu.

Kuva 5 näyttää toimintojen toteutuk-
set. Toiminnossamerkitseoleva testi estää
merkitsemästä uudelleen lukua, joka on
jo merkitty. Luku merkitään vaihtamalla
sen paikkaa alkupuolikkaan ja loppupuo-
likkaan välisen rajan kohdalla olevan lu-
vun kanssa ja kasvattamalla rajaa yhdellä.
Lukujen uudet paikat täytyy päivittää tau-
lukkoonpaikka. Jos siinä osassa, johon lu-
ku i kuuluu, ei aikaisemmin ollut merkit-
tyjä lukuja, niinmerkitse(i) palauttaa sen
osan numeron. Muussa tapauksessa se pa-
lauttaa nollan. Paluuarvosta tulee olemaan
hyötyä jatkossa.

Merkitseei sisällä silmukoita eikä kut-
su muita toimintoja eikä itseään, joten se
toimii vakioajassa.

Koskamerkitsevaihtaa lukujen järjes-
tystä, on tärkeää, että merkitsemisiä ei teh-
dä kesken osan sisällön selaamisen. Muu-
toin selaaminen saattaa tuottaa joitakin lu-
kuja monesti ja jättää toisia tuottamatta.
Tietorakenteen käyttäjien on otettava tämä
huomioon.

Toiminnon halkaisekaksi ensimmäis-
tä riviä huolehtii, että toiminto ei tee tyh-
jää osaa. Jos osan kaikki luvut on merkit-
ty, sijoitus keski[ℓ] := alku[ℓ] muuttaa ne
merkitsemättömiksi.Halkaisepyyhkii ai-
na kaikki vanhat merkinnät, jotta ne ei-
vät häiritsisi myöhempiä merkitsemisiä ja
halkaisemisia.

Kolmas rivi kasvattaa osien määrää ja
ottaa käyttöön uuden osanumeronu. Nel-
jäs rivi valitsee pienemmän puolikkaan.
Numerou annetaan sille, ja suurempi puo-
likas säilyttää vanhan numeronℓ. Suu-
rin osa jäljellä olevista riveistä päivittää
osien alku-, keski- ja loppukohdat vastaa-
maan uutta ositusta.For-silmukka merkit-
see uuteen osaan kuuluville luvuille, että
ne kuuluvat siihen.

Halkaisepalauttaa joko toisen puolik-
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merkitse(i)

ℓ := osa[i]; k := keski[ℓ]
p := paikka[i]
if p≥ k then

luku[p] := luku[k]
paikka[ luku[p] ] := p
luku[k] := i
paikka[i] := k
keski[ℓ] := k+1
if k = alku[ℓ] then return ℓ

return 0

halkaise(ℓ)

if keski[ℓ] = loppu[ℓ] then keski[ℓ] := alku[ℓ]
if keski[ℓ] = alku[ℓ] then return 0
osia:= osia+1; u := osia
if keski[ℓ]−alku[ℓ] ≤ loppu[ℓ]−keski[ℓ] then

alku[u] := alku[ℓ]; loppu[u] := keski[ℓ]
alku[ℓ] := keski[ℓ]

else
alku[u] := keski[ℓ]; loppu[u] := loppu[ℓ]
loppu[ℓ] := keski[ℓ]; keski[ℓ] := alku[ℓ]; ℓ := u

keski[u] := alku[u]
for p := alku[u] to loppu[u]−1 do

osa[ luku[p] ] := u
return ℓ

Kuva 5: Merkitse(i) ja halkaise(ℓ).

kaan numeron tai luvun 0 merkiksi sii-
tä, että ei halkaistu, koska toisesta puolik-
kaasta olisi tullut tyhjä. Palautettu puolik-
kaan numero on sen puolikkaan numero,
johon merkitsemättä jääneet luvut kuulu-
vat. Tästä paluuarvosta on hyötyä luvun 8
algoritmin toteutuksessa. Käyttäjä tietää
molempien puolikkaiden numerot ilman
paluuarvoakin, koska ne ovat kutsussa an-
nettu numero jaosia, mutta ilman paluuar-
voa hän ei tietäisi, kumpi puolikas sisältää
ennen kutsua merkityt luvut.

Toiminnon halkaise suoritusaika on
for -silmukan vuoksi suoraan verrannolli-
nen pienemmän puolikkaan kokoon.

Halkaise olisi ollut yksinkertaisempi
toteuttaa siten, että jos tehdään uusi osa,
niin se tehdään aina merkityistä luvuista.
Silloin suoritusaika olisi suoraan verran-
nollinen merkittyjen lukujen määrään ei-
kä pienemmän puolikkaan kokoon. Tämä
ei ole olennainen ero, koska merkitsemi-
set ja halkaiseminen vievät joka tapauk-
sessa yhteensä aikaa vähintään verrannol-
lisesti merkittävien lukujen määrään. Sen
sijaan olennaista on, että kummallakaan
toteutuksella aikaa ei kulu verrannollisesti
isomman puolikkaan kokoon siinä tapauk-

sessa, että se koostuu merkitsemättömis-
tä luvuista, koska se voi olla olennaisesti
suurempi kuin merkittyjen lukujen määrä.

Monimutkaisemman toteutuksen valit-
semisen syy ei siis ole suoritusajassa. To-
dellinen syy on, että se mahdollistaa lu-
vussa 5 kerrottavan parannuksen eräisiin
algoritmeihin.

Sain suuren osan tämän tietoraken-
teen ideoista Timo Knuutilan kirjoitukses-
ta [10].

5 Determinististen äärellisten
automaattien minimointi

Deterministinen äärellinen automaattion
yksi teoreettisen tietojenkäsittelytieteen
tärkeimpiä peruskäsitteitä. Se muistuttaa
edellä käsiteltyä Markovin ketjua, mutta
siinä on muutamia olennaisia eroja. Siirty-
miin ei ole liitetty todennäköisyyksiä vaan
nimiä, jotka on poimittu joukosta, jota
kutsutaanaakkostoksi. ”Deterministinen”
tarkoittaa, että samasta tilasta ei voi olla
useampia kuin yksi siirtymä samalla ni-
mellä. Tiloista yksi on asetettu erikoisase-
maanalkutilanaja nolla tai useampia tilo-
ja on nimettylopputiloiksi. Kuvassa 6 on
esimerkki, jossa alkutila on osoitettu tyh-
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jästä alkavalla nuolella ja lopputilat kak-
sinkertaisilla ympyröillä.

Siirtymien nimiä on mielekästä ajatella
kirjaimina. Jokainen alkutilasta siirtymiä
pitkin johonkin lopputilaan kulkeva reitti
määrittelee sanan, joka saadaan luettele-
malla siirtymien nimet peräkkäin siinä jär-
jestyksessä kuin ne kohdattiin. Tällä taval-
la jokainen deterministinen äärellinen au-
tomaatti määrittelee jonkin joukon sanoja.

Klassinen deterministisiin äärellisiin
automaatteihin liittyvä tehtävä on löytää
mahdollisimman pieni automaatti, joka
määrittelee täsmälleen saman joukon sa-
noja kuin annettu automaatti. Sitä kutsu-
taan deterministisen äärellisen automaatin
minimoimiseksi.

Sellaiset tilat ja siirtymät, joihin alku-
tilasta ei pääse siirtymiä pitkin, eivät vai-
kuta deterministisen äärellisen automaa-
tin määrittelemien sanojen joukkoon. Mi-
nimoinnissa ne tulee poistaa. Sama pä-
tee tiloihin ja siirtymiin, joista ei pääse
mihinkään lopputilaan, paitsi alkutilaa ei
saa poistaa. Poistaminen onnistuu tavalli-
silla graafihakualgoritmeilla. Poistovaihe
on niin ilmeinen, että osa kirjoittajista ei
edes mainitse sitä [8, 9].

Varsinainen haaste minimoinnissa on
siihen sisältyvä tilojen yhdistämistehtävä.
Se on melko samanlainen kuin edellä esi-
telty Markovin ketjun tilojen yhdistämis-
tehtävä. John E. Hopcroftin tulos vuodel-
ta 1971 [9] on keskeinen tällä alalla.2 Sii-
hen on hiljattain saatu parannuksia, joiden
vuoksi asiaa kannattaa selostaa laajemmin
kuin kiltin pikku algoritmin tarina välttä-
mättä vaatisi.

Hopcroftin minimointialgoritmi perus-
tuu tilojen ryhmittelyyn epätyhjiksi loh-
koiksi, joita halkaistaan tietyn säännön
mukaan pienemmiksi lohkoiksi kunnes ne
lakkaavat pilkkoutumasta. Hän käytti loh-

kojen esittämiseen kaksisuuntaisiin linki-
tettyihin listoihin perustuvaa tietoraken-
netta. Siihen voidaan yhtä hyvin, ellei pa-
remminkin, käyttää luvussa 4 kuvattua tie-
torakennetta.

Aluksi on korkeintaan kaksi lohkoa:
lopputilat ja muut tilat. Alkuperäisiä loh-
koja on yksi siinä tapauksessa, että kaikki
tilat ovat lopputiloja sekä siinä tapaukses-
sa, että lopputiloja ei ole ollenkaan.

Tavoitteena on saavuttaa mahdollisim-
man vähällä pilkkomisella tilanne, jossa
jokainen lohko onyhteensopivajokaisen
aakkosena suhteen. Yhteensopivuus tar-
koittaa, että lohkon tilat ovat keskenään
samaa mieltä siitä, lähteekö niistä siirty-
mää, jonka nimi ona, ja jos lähtee, niin
mihin lohkoon kuuluvaan tilaan se vie.
Kun yhteensopivuus on saavutettu, saa-
daan minimoitu automaatti yhdistämällä
kunkin lohkon tilat yhdeksi tilaksi. Hal-
kaisemisia halutaan tehdä mahdollisim-
man vähän, jotta minimoidussa automaa-
tissa olisi mahdollisimman vähän tiloja.
Voidaan todistaa, että tällä tavalla saatu
automaatti määrittelee saman joukon sa-
noja kuin alkuperäinen automaatti ja on
pienin mahdollinen.

Tarkastellaan esimerkkinä kuvan 6 de-
terminististä äärellistä automaattia. Al-
kuperäiset lohkot ovat{1,2,3,4,5,6} ja
{7,8}. Lohko{7,8} on yhteensopiva sekä
aakkosen 0 että aakkosen 1 suhteen. Loh-
ko {1,2,3,4,5,6} on yhteensopiva 0:n
suhteen, mutta ei 1:n suhteen, koska ti-
lasta 6 ei ole mutta muista on 1-siirtymä
lohkoon itseensä. Niinpä{1,2,3,4,5,6}
on halkaistava osiksi{1,2,3,4,5} ja {6}.
Koska tila 6 muodostaa nyt oman lohkon-
sa, on{1,2,3,4,5} yhteensopimaton 1:n
suhteen, joten se on halkaistava lohkoik-
si {1,2,3,4} ja {5}. Samasta syystä tilat
4, 3 ja 2 on erotettava omiksi lohkoikseen

2On myös väitetty, että [9] olisi vuodelta 1970. Löysin sen skannattuna netistä ja sen kannessa lukee
”January, 1971”.
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Kuva 6: Deterministinen äärellinen automaatti, jota ei kannata minimoida ”etuperin”.

kukin vuorollaan. Tilat 7 ja 8 pysyvät lop-
puun asti yhdessä.

Tuntuisi luonnolliselta halkaista lohko
käymällä sen tilat läpi ja katsomalla, pää-
seekö niistä samalla aakkosella samaan
lohkoon. Esimerkissä se tarkoittaa, että
käydään läpi tilat 1, 2, 3, 4, 5 ja 6; vähän
myöhemmin tilat 1, 2, 3, 4 ja 5; sitten 1,
2, 3 ja 4; ja niin edelleen. Jos ylärivissä on
n−2 tilaa, käydään läpi(n−2)+ . . .+2+
1= 1

2(n2−3n+2) tilaa. Näin toimivan al-
goritmin ajan kulutuksen kertaluokka aak-
koston koolla kaksi ei siis voi olla parempi
kuin O(n2), missän on tilojen määrä.

Hopcroft huomasi, että jos työ järjeste-
tään toisin, voidaan ajan kulutuksen ker-
taluokaksi aakkoston koolla kaksi saada
O(nlogn). Se on selvästi edellistä parem-
pi. Gries selkeytti Hopcroftin algoritmia
ja laski, että jos aakkoston koko onα,
on sen ajan kulutusO(αnlogn) [8]. Al-
goritmi jäi Griesinkin jäljiltä vaikeatajui-
seksi ja Knuutila on selkeyttänyt sitä edel-
leen [10]. Tässä luvussa esitetään algorit-
mista muunnos, jonka ajan kulutus on pa-
rempi kuin minkään ennen vuotta 2008
esitetyn ja joka on luultavasti yksinkertai-
sempi kuin mikään koskaan aikaisemmin
esitetty. Sen ajan kulutus onO(mlogn),
missämon siirtymien määrä. Tämä on pa-
rannus, koskam≤αn ja useinmon paljon
pienempi kuinαn.

Griesin algoritmissa valitaan yksi loh-
ko L ja aakkonena pilkkojaksi. Jokaisen
lohkon tilat jaetaan kahteen ryhmään: nii-
hin, joista ona-niminen siirtymäL:ään
kuuluvaan tilaan ja niihin, joista ei ole.

Jos kumpikin ryhmä on epätyhjä, halkais-
taan lohko ryhmien mukaisesti. Sitten va-
litaan toinen pilkkoja ja sama toistetaan.
Tätä jatketaan, kunnes mikään lohko ei
enää halkea pienemmiksi osiksi.

Pilkkojaa käytettäessä ei käydä läpi
halkaistavan lohkon tiloja vaan pilkko-
jan lohkon tilat. Niihin saapuvat pilkko-
jan aakkosella nimetyt siirtymät kulje-
taan takaperin. Siirtymien alkupäiden ti-
lat merkitään luvun 4 toiminnollamerkitse
tai jollakin sen tapaisella. Niiden lohko-
jen numerot, joiden tiloja merkittiin, koo-
taan johonkin tietorakenteeseenH. Lu-
vussa 4 todettiin, ettämerkitsepalauttaa
lohkon numeron vain kun lohko kohda-
taan ensimmäisen kerran. Tämän ansios-
ta on helppo välttää saman numeron lisää-
minen H:hon moneen kertaan, jaH voi-
daan toteuttaa hyvin yksinkertaisesti esi-
merkiksi pinona.

Kun merkitsemisvaihe on valmis, hal-
kaistaan ne lohkot, joiden numerot ovat
H:ssa, toiminnollahalkaise tai vastaa-
valla, sikäli kuin ne halkeavat. Luvun 4
halkaisehuolehtii, että jos lohkon kaik-
ki tilat merkittiin, niin lohkoa ei halkais-
ta. Tavoitellun nopeushyödyn kannalta on
tärkeää, ettähalkaiseei käy läpi enempää
tiloja kuin merkittiin. Luvussa 4 huoleh-
dittiin siitäkin.

Edellä olleessa esimerkissä lohkon
{1,2,3,4,5,6} läpikäynti aakkosella 1
löytää tilat 1, 2, 3, 4 ja 5 mutta ei tilaa
6, joten lohko halkeaa osiksi{1,2,3,4,5}
ja {6}. Sen jälkeen lohkon{6} läpikäyn-
ti aakkosella 1 löytää vain tilan 5, joka
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näin ollen erotetaan omaksi lohkokseen.
Lohkon{5} ja aakkosen 1 käyttö pilkko-
jana erottaa tilan 4 omaksi lohkokseen ja
niin edelleen, kunnes ylärivi on pilkkoutu-
nut yhden tilan lohkoiksi. Ylärivi pilkkou-
tui erillisiksi tiloiksi käymällä läpi vain
2n−5 tilaa.

Äskeisen esimerkin menestys on
kiinni siitä, että isoja lohkoja, kuten
{1,2,3,4,5}, ei alun jälkeen tarvinnut
käyttää pilkkomiseen ennen kuin ne oli-
vat itse pilkkoutuneet pieniksi. Oliko tämä
vain hyvää tuuria? Ei ollut, vaan takana on
yleinen periaate. Hopcroft huomasi, että
jos lohkoaL on jo käytetty pilkkomiseen
ja se jakaantuu lohkoiksiL1 ja L2, niin
jatkossa riittää käyttää toista niistä pilkko-
miseen.

Ilmiöstä saa käsityksen vertaamalla
lohkojen {1,2,3,4,5} ja {6} halkaise-
misvaikutuksia aakkosella 1. Lohko{6}
aiheuttaa tilan 5 merkitsemisen ja sitä
kautta lohkon{1,2,3,4,5} jakaantumi-
sen osiksi{1,2,3,4} ja {5}. Vastaavas-
ti {1,2,3,4,5} aiheuttaa tilojen 1, 2, 3
ja 4 merkitsemisen ja sitä kautta loh-
kon {1,2,3,4,5} jakaantumisen osiksi
{1,2,3,4} ja {5}. Lopputulos on sama,
vaikka merkityt tilat olivat erit.

On helppo arvata, että jos jatkossa käy-
tettäväksi valitaan osistaL1 ja L2 pienem-
pi, niin saadaan säästöä. Säästön määrä
voi kuitenkin olla yllätys. Jos samaa siir-
tymää käytetään halkaisemisessa monta
kertaa, niin jokaisella kerralla sen loppu-
pään tila kuuluu lohkoon, jonka koko on
enintään puolet koosta edellisellä kerral-
la. Tästä seuraa, että samaa siirtymää voi-
daan käyttää enintään noin log2n kertaa.
Koska siirtymiä on enintäänαn kappa-
letta, on tästä aiheutuva työmäärä kaiken
kaikkiaanO(αnlogn). Jos ei valittaisi pie-
nempää osaa, niin siirtymän käyttökerto-
jen määrä voisi olla lähesn ja työmäärä
Θ(αn2).

Hopcroftilla oli jokaista aakkosta kohti
lista niiden lohkojen numeroista, joita täy-
tyy käyttää jatkossa pilkkojina kyseisen
aakkosen kanssa. Aina kun lohko halke-
si, selvitettiin kaksiosaisella testillä, kum-
man osan numero lisätään listaan. Myö-
hemmillä kirjoittajilla on ollut vaihtelevia
tietorakenteita ja testejä samaan tarkoi-
tukseen, myös muissa pilkkomissovelluk-
sissa kuin deterministisen äärellisen auto-
maatin minimoinnissa [1, 5, 6, 8, 10, 13,
14, 15, 16]. Minkäänlaista tietorakennet-
ta ja siihen liittyviä testejä ei kuitenkaan
tarvita! Tämä osoitetaan seuraavaksi ja se
lienee ennen julkaisematon havainto.

Kutsuttakoon jatkossa käytettävien
lohkojen, pilkkojien tms. numeroiden
joukkoa työjoukoksi, ja puhukaamme yk-
sinkertaisuuden vuoksi vain lohkoista. Jos
haljenneen lohkon numero ei ollut työjou-
kossa, niin työjoukkoon täytyy lisätä pie-
nemmän osan numero. Jos se oli työjou-
kossa, niin molempien osien numeroiden
kuuluu päätyä työjoukkoon. Vanhan nu-
meron perineen osan numero — eli vanha
numero — on siellä jo, joten täytyy lisä-
tä uuden osan numero. Hopcroft ja muut
tarvitsivat testejä sen selvittämiseksi, lisä-
täänkö pienemmän osan vai uuden osan
numero, ja kumpi osa on pienempi. Niin
nytkin tarvittaisiin, jos luvun 4halkaise
antaisi uuden numeron aina merkityistä
tiloista koostuvalle osalle. Mutta koska se
antaa uuden numeron aina pienemmälle
osalle, sulautuvat eri tapaukset yhdeksi,
eikä testejä tarvita.

Uudeksi lohkonumeroksi on helpointa
antaa yhtä suurempi kuin edellinen uusi
numero. Lohkot saa ottaa pilkkomiskäyt-
töön työjoukosta missä järjestyksessä ta-
hansa. Jos ne otetaan vanhin ensin, niin
työjoukossa on aina peräkkäiset nume-
rot alkaen ensimmäisestä käyttämättömän
lohkon numerosta ja loppuen suurimpaan
lohkon numeroon. Tällaisen joukon tallet-
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tamiseen ei tarvita erityistä tietorakennet-
ta, vaan riittää, että kumpikin numero on
kokonaislukumuuttujassa.

Vielä on ratkaistava, miten löydetään
tehokkaasti ne siirtymät, jotka kulloinkin
on kuljettava takaperin. Tyypillinen keino
on ollut liittää jokaiseen tilaan ja aakko-
seen lista, joka sisältää siihen tilaan päät-
tyvien, sillä aakkosella nimettyjen siirty-
mien alkupäiden tilat. Nämä listat on help-
po muodostaa. Ne vievätΘ(αn) muistia.
Tämä on harmillista, sillä siirtymien to-
dellinen määrämon usein paljon pienem-
pi kuin αn.

Vuonna 2008 julkaistiin, että muis-
tin käyttö voidaan pudottaa kertaluokkaan
O(m+ α) ja ajan käyttö kertaluokkaan
O(mlogn) ottamalla käyttöön toinen kap-
pale luvun 4 tietorakenteesta [16]. Siihen
talletettava ositus muodostuu siirtymistä
eikä tiloista. Kutsuttakoon sen osiakim-
puiksi erotukseksi lohkoista. Lisäksi jo-
kaisella tilalla on kaikkien siihen saapu-
vien siirtymien numeroiden lista. Se saa
olla missä järjestyksessä tahansa, joten se
on helppo toteuttaa.

Aluksi kimput muodostetaan siten, et-
tä kaikki samannimiset siirtymät kuulu-
vat samaan kimppuun ja erinimiset eri
kimppuihin. Tämä on vaikeampaa kuin
voisi luulla, sillä järjestämiseen nimien
mukaan menee tavallisilla algoritmeilla
O(mlogm) aikaa, joka on enemmän kuin
luvattu kokonaissuoritusaikaO(mlogn).
Koska tämän eron käytännön merkitys on
pieni ja nopeampi osituskeino on varsin
eksoottinen, emme esitä sitä tässä. Se löy-
tyy julkaisusta [16].

Algoritmin edetessä kimppuja pilko-
taan siten, että siirtymät, joiden loppupään
tilat kuuluvat eri lohkoihin, joutuvat eri
kimppuihin. Lohkoja pilkotaan siten, että
tilat, joista toisesta alkaa ja toisesta ei ala
siirtymä pilkkomiseen käytettävässä kim-
pussa, joutuvat eri lohkoihin. Pilkkomis-

järjestyksellä ei ole väliä oikean lopputu-
loksen kannalta. Yksi lohko voidaan jättää
kokonaan käyttämättä pilkkomiseen, sil-
lä jokainen kimppu, jossa on sekä siihen
päättyviä että muita siirtymiä, tulee pil-
kotuksi muiden siirtymiensä loppupäiden
lohkojen vaikutuksesta. Algoritmi lopet-
taa, kun mikään lohko ja kimppu ei pilk-
koudu.

Kuva 7 esittää tällä tavalla toimivan al-
goritmin. Lohkotietorakenteen taulukois-
sa ja toiminnoissa on käytetty etuliitet-
tä l_ ja kimpuille vastaavastik_. Niinpä
l_luku[i] on selattavan tilan jak_luku[i]
siirtymän numero. Muuttujak sisältää
pilkkomiseen käytettävän kimpun jaℓ
lohkon numeron. Koska yhden lohkon
saa jättää käyttämättä, aloittaaℓ arvos-
ta 2.While-silmukoiden ehdoissa esiinty-
vät l_osia ja k_osiasisältävät lohkojen ja
kimppujen kokonaismäärän kunakin ajan-
hetkenä, joten kumpikin tyypillisesti kas-
vaa algoritmin suorituksen aikana.

Pääsilmukan vartalo pilkkoo ensin yh-
den kimpun mukaan ja sitten kaikkien sil-
lä hetkellä jäljellä olevien lohkojen mu-
kaan. Näin saadaan vähillä testeillä var-
mistettua, että jos aluksi on ainakin yksi
kimppu, niin, kun algoritmi lopettaa, on
pilkottu kaikkien kimppujen ja yhtä vail-
le kaikkien lohkojen mukaan. Jos aluksi ei
ole yhtään kimppua, niin lohkoilla pilkko-
minen jää pois, mutta silloin lohkoilla ei
ole mitä pilkkoa.

Julkaisuissa [16, 14] pilkottiin lohkolla
aina heti kun se oli haljennut. Siksi niissä
tarvittiin erillisetH lohkoille ja kimpuille.
Nyt lohkoilla pilkkominen alkaa vasta kun
H on tyhjennetty lohkojen numeroista, jo-
ten selvitään yhdelläH.

Algoritmin tähänastinen esittely kes-
kittyi sen eroihin aikaisempiin verrattuna,
joten toiminnan virheettömyys ja nopeus
eivät välttämättä tulleet selviksi. Virheet-
tömyys perustuu seuraavaan tulokseen.
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// Aloitetaan ensimmäisestä kimpusta ja toisesta lohkosta
k := 1; ℓ := 2; H := /0

// Pääsilmukka
while k≤ k_osiado

// Pilko lohkoja vuorossa olevan kimpun mukaan
for i := k_alku[k] to k_loppu[k]−1 do

h := l_merkitse(alkupään_tila[k_luku[i] ] )
if h > 0 then H := H ∪{h}

for h∈ H do l_halkaise(h)
H := /0; k := k+1

// Pilko kimput vastaamaan äsken pilkottuja lohkoja
while ℓ ≤ l_osiado

for i := l_alku[ℓ] to l_loppu[ℓ]−1 do
for j ∈ tulosiirtymät( l_luku[i] ) do

h := k_merkitse( j)
if h > 0 then H := H ∪{h}

for h∈ H do k_halkaise(h)
H := /0; ℓ := ℓ+1

Kuva 7: Deterministisen äärellisen automaatin minimoinnin pilkkomisvaihe.

Apulause 2 Seuraavat asiat pätevät ai-
na kuvan 7 algoritmin pääsilmukan ehdon
kohdalla:

1. Jos kaksi siirtymää on eri kimpuissa,
niin niillä on eri nimet tai ne päättyvät
eri lohkoihin.

2. Erinimiset siirtymät ovat eri kimpuis-
sa.

3. Jos kaksi siirtymää päättyy eri lohkoi-
hin, niin ne ovat eri kimpuissa tai aina-
kin toisen lohkon numero on vähintään
ℓ.

4. Jos kaksi tilaa on eri lohkoissa, niin ne
olivat eri lohkoissa alussa tai toisesta
alkaa siirtymä, joka kuuluu kimppuun,
jossa ei ole toisesta alkavaa siirtymää.

5. Alussa eri lohkoissa olleet tilat ovat ai-
na eri lohkoissa.

6. Jos tilasta alkaa siirtymä, joka kuuluu
kimppuun, jossa ei ole toisesta tilas-

ta alkavaa siirtymää, niin tilat kuulu-
vat eri lohkoihin tai kimpun numero
on vähintäänk tai toisesta tilasta al-
kaa samanniminen siirtymä, ja se kuu-
luu kimppuun, jonka numero on vähin-
täänk.

Todistus.Väitteiden 1 ja 4 ”niin”-osat ei-
vät voimaan astuttuaan voi enää kumou-
tua, koska lohkoja ja kimppuja ei yhdis-
tetä eikä siirtymien nimiä ja kytkentöjä
muuteta. Kokonaisuudessaan väitteet 1 ja
4 pätevät, koska ”niin”-osissa on luetel-
tu kaikki tilanteet, joissa algoritmi alustus
mukaan lukien voi sijoittaa tiloja eri loh-
koihin ja siirtymiä eri kimppuihin. Väite
2 saatetaan voimaan alustuksessa eikä voi
kumoutua jälkeenpäin. Väite 5 on ilmei-
nen.

Vain yhden lohkon numero on alle 2.
Väite 3 pätee alussa, koska silloinℓ = 2.
Myöhemmin ”jos”-osa voi astua voimaan
vain lohkon haljetessa. Silloin toinen osa-
lohko saa upouuden lohkonumeron, joka
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on suurempi kuin mikään siihenastinen ja
siten suurempi kuinℓ. Siirtymän loppu-
pään tilan lohkon numero voi muuttua al-
goritmin suorituksen aikana, mutta vain
upouudeksi lohkonumeroksi. Kunℓ kas-
vaa, on algoritmi juuri huolehtinut, että
missään kimpussa ei ole sekä lohkoonℓ
että muualle päättyviä siirtymiä.

Väite 6 pätee samankaltaisista syistä
kuin väite 3. Se pätee alussa, koska silloin
jokaisen kimpun numero on vähintäänk.
Jos kimpun halkeaminen saattaa ”jos”-
osan voimaan, niin kimpun jompi kum-
pi osa saa riittävän suuren numeron. Siir-
tymän kimpun numero voi kasvaa mutta
ei vähetä.k:n kasvaessa kaikki lohkot on
juuri halkaistu kimpunk mukaisesti. 2

Seuraava lause ilmaisee, että algorit-
mi saavuttaa aiemmin asetetun yhteenso-
pivuustavoitteen. Tästä voidaan todistaa,
että jos algoritmiin lisätään edellä mainit-
tu poistovaihe, niin sen lopputulos on pie-
nin mahdollinen automaatti, joka määrit-
telee saman joukon sanoja kuin syötteek-
si annettu automaatti. Jätämme todistuk-
sen esittämättä, koska se on puhdasta ma-
tematiikkaa eikä mielenkiintoinen tämän
kirjoituksen kannalta.

Lause 3 Kuvan 7 algoritmin lopetettua
jokainen lohko on yhteensopiva jokaisen
aakkosen suhteen, jokainen lohko on osa-
joukko jostakin alkuperäisestä lohkosta, ja
jokainen lohko on niin suuri, kuin edellä
mainitut seikat sallivat.

Todistus.Väitteiden 4 ja 1 ansiosta kaksi
tilaa joutuu eri lohkoihin vain, jos ne ovat
eri lohkoissa alussa tai toisesta lähtee siir-
tymä johonkin lohkoon siten, että toisesta
ei lähde saman nimistä siirtymää samaan
lohkoon. Algoritmi ei siis pilko lohkoja
enempää kuin on välttämätöntä yhteenso-
pivuuden saavuttamiseksi.

Erikoistapaustak_osia = 0 lukuunot-
tamatta algoritmin lopettaessa minkään

kimpun ja lohkon numero ei ole vähin-
täänk ja ℓ. Väitteet 2, 3, 5 ja 6 supistuvat
silloin siten, että ne tuottavat väitteille 1
ja 4 vastakkaissuuntaiset väitteet. Kuulu-
koon kaksi tilaa samaan lohkoon ja olkoon
toisesta jonkin niminen siirtymä johon-
kin lohkoon. Väitteen 4 negaation vuok-
si toisestakin on samaan kimppuun kuulu-
va siirtymä. Sillä on väitteen 1 negaation
vuoksi sama nimi ja määränpäälohko kuin
ensin mainitulla. Pilkkominen on siis saa-
tettu loppuun eli yhteensopivuus on saa-
vutettu. 2

Vielä täytyy osoittaa, että algoritmi on
niin nopea kuin luvattiin.

Lause 4Kuvan 7 algoritmin suoritusaika
onO(mlogn), missän on tilojen jamsiir-
tymien määrä.

Todistus.Väitteen 2 vuoksi ja koska au-
tomaatti on deterministinen, on kussakin
kimpussa korkeintaann siirtymää. Muut-
tujienk ja ℓ juoksutus tekee ilmeiseksi, et-
tä jos samaa siirtymää tai tilaa käytetään
pilkkomiseen monta kertaa, se kuuluu jo-
ka kerta kimppuun tai lohkoon, jonka nu-
mero on suurempi kuin edellisellä kerral-
la. Koska suuremman eli uuden numeron
saa halkaistun kimpun tai lohkon pienem-
pi osa, on uudelleen käytettävän siirtymän
kimppu tai tilan lohko kooltaan korkein-
taan puolet edelliskertaisesta. Siksi samaa
siirtymää tai tilaa käytetään korkeintaan
noin log2n kertaa.

Tilojen tulosiirtymien yhteismäärä on
sama kuin siirtymien määrä. Näistä, lu-
vun 4 tehokkuusanalyyseista sekä oletuk-
sesta, ettäH, alkupään_tila ja tulosiirty-
mien selaus on toteutettu asianmukaises-
ti seuraa, että algoritmin suoritusaika on
O(mlogn). 2
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1 2 3 2 1

1 2 1 0 0

Kuva 8: Paigen ja Tarjanin algoritmin havainnollistus.

6 Paigen ja Tarjanin algoritmi
Äärellisen automaatin deterministisyys ta-
kaa, että jos tilasta on siirtymä johonkin
lohkoon, niin siitä ei ole samannimistä
siirtymää johonkin toiseen lohkoon. Edel-
lisen luvun algoritmi ja päättely hyödyn-
sivät tätä. Tilanne monimutkaistuu huo-
mattavasti, jos sallitaan monta samanni-
mistä siirtymää samasta tilasta, jopa sii-
nä tapauksessa, että eri nimiä on kaikkiaan
käytössä vain yksi. Yhtäpitävästi voidaan
olettaa, että siirtymillä ei ole nimiä, ja sa-
masta tilasta voi lähteä monta siirtymää.
Paige ja Tarjan käsittelivät tätä tilannetta
tiiviissä ja työläästi luettavassa julkaisus-
sa [13].

Vaikeus on siinä, että jos lohkoaL on
käytetty pilkkomiseen jaL halkeaa loh-
koiksi L1 ja L2, niin L1:n käyttö pilkkomi-
seen edellä kuvattuun tapaan ei erota nii-
tä tiloja, joista on siirtymä sekäL1:een että
L2:een niistä, joista on siirtymä pelkästään
L1:een. Tarvitaan keino tehdä tämä erot-
telu. Sen seurauksena lohko pilkkoontuu
kerralla enintään kahden osan sijasta enin-
tään kolmeen osaan. Tämäkin on hallitta-
va jotenkin.

Paige ja Tarjan ratkaisivat nämäkoos-
telohkojenja nerokkaasti käytettyjen las-
kurien avulla. Koostelohko on tietynlai-
nen epätyhjä joukko lohkoja. Aluksi kaik-
ki lohkot kuuluvat samaan koostelohkoon,
ja myöhemmin koostelohkoja syntyy vain
jäljempänä kerrottavalla tavalla. Voidaan
osoittaa, että koostelohkon lohkojen unio-
nin aiheuttama pilkkomistarve on toteutet-
tu. Jotta tämä pätisi alussa, aivan aluksi ti-

lat pitää jakaa niihin, joista lähtee siirty-
miä ja niihin, joista ei lähde.

Tekemättömästä työstä pidetään kirjaa
joukolla, jossa ovat niiden koostelohko-
jen numerot, joissa on ainakin kaksi loh-
koa. Pilkkominen aloitetaan poistamalla
jostain tällaisesta koostelohkosta yksi loh-
ko ja julistamalla se sekä pilkkojaksi et-
tä itsessään koostelohkoksi. Kuvan 8 ala-
rivissä on koostelohko, jonka vasemmasta
reunasta on erotettu kolmetilainen pilkko-
ja.

Pilkkomisen tuloksena jokainen loh-
ko, jonka ainakin yhdestä tilasta on siirty-
mä alkuperäiseen koostelohkoon, jakaan-
tuu enintään kolmeksi lohkoksi.Vasen
lohkokoostuu niistä tiloista, joiden kaikki
alkuperäiseen koostelohkoon vievät siirty-
mät vievät pilkkojaan;oikean lohkontilo-
jen siirtymistä mikään ei vie pilkkojaan;
ja keskilohkontiloista on siirtymiä se-
kä pilkkojaan että muualle alkuperäiseen
koostelohkoon. Kuvan 8 ylärivin lohkon
pilkkoutuminen on osoitettu katkoviivoil-
la. Oikea lohko erottuu muista sillä, että
sen tiloja ei kohdata kuljettaessa pilkko-
jaan päättyvät siirtymät takaperin, mutta
vasemman lohkon erottaminen keskiloh-
kosta on vaikeaa.

Jokaiseen tilaan ja koostelohkoon liit-
tyy kuvitteellinenpäälaskuri, joka kertoo,
kuinka monta siirtymää vie kyseessä ole-
vasta tilasta kyseessä olevaan koosteloh-
koon. Oikeasti toteutetaan ne päälaskurit,
joissa oleva arvo on suurempi kuin nolla.
Jokaiseen siirtymään liittyy linkki, jonka
avulla löydetään se päälaskuri, jonka ti-
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la on siirtymän alkutila ja jonka kooste-
lohkoon siirtymä päättyy. Sanomme sitä
siirtymän päälaskuriksi, vaikka se voi ol-
la monen siirtymän yhteinen. Siirtymä it-
se kuuluu päälaskurinsa laskemiin siirty-
miin, joten päälaskurin arvo on aina posi-
tiivinen. Kuvassa 8 linkit on esitetty näin:
” ”.

Lisäksi jokaiseen tilaan liittyyapulas-
kuri lyhytaikaista käyttöä varten. Kuvan 8
ylärivin tilojen apulaskurit on esitetty ti-
lojen vieressä. Pilkkomisen aluksi pilkko-
jaan tulevat siirtymät käydään läpi ja jo-
kaisen niistä alkupään tilan apulaskuria
kasvatetaan yhdellä. Näin saadaan selvil-
le, kuinka monta siirtymää kustakin tilas-
ta vie pilkkojaan.

Sitten pilkkojaan tulevat siirtymät käy-
dään läpi uudelleen. Vertaamalla siirty-
män alkupään tilan apulaskurin arvoa siir-
tymän päälaskurin arvoon saadaan sel-
ville, vievätkö kaikki tilasta alkuperäi-
seen koostelohkoon vievät siirtymät pilk-
kojaan, vai viekö osa niistä muualle koos-
telohkoon. Toisin sanoen, saadaan selvil-
le, kuuluuko tila vasempaan vai keski-
lohkoon. Tämän perusteella tilat merki-
tään yhdellä tai toisella tavalla myöhem-
pää halkaisemista varten. Oikeaan loh-
koon kuuluvat ne tilat, joita ei kohdata täs-
sä prosessissa ja jotka jäävät siksi merkit-
semättä.

Keskilohkon jokaista tilaa varten jou-
dutaan perustamaan uusi päälaskuri, jot-
ta olisi olemassa päälaskuri sekä pilkko-
jaa että alkuperäisen koostelohkon lop-
puosaa varten. Pilkkojan päälaskurin ar-
voksi asetetaan tilan apulaskurin arvo. Sa-
ma arvo vähennetään alkuperäisen koos-
telohkon päälaskurista, joka jatkaa koos-
telohkon loppuosan päälaskurina. Siirty-
män linkki käännetään osoittamaan uut-
ta päälaskuria. Kaikki tämä kannattaa teh-
dä, kun tila kohdataan ensimmäisen ker-
ran jälkimmäisellä selauksella. Tieto siitä,

että tämä on tehty, laitetaan talteen yhdes-
sä uuteen päälaskuriin vievän linkin kans-
sa. Kun tila kohdataan selauksen edetessä
uudelleen, riittää päivittää siirtymän link-
ki.

Apulaskurit täytyy nollata tulevaa
käyttöä varten. Tämän voisi tehdä heti kun
tilan laji on selvinnyt. Toisaalta, juuri sik-
si, että apulaskuria ei sen jälkeen tarvita,
sen paikalle voidaan tarvittaessa tallettaa
uuteen päälaskuriin vievä linkki, kunhan
yksi bitti (esimerkiksi etumerkki) uhra-
taan kertomaan, kumpi tieto muistipaikas-
sa on. Näin säästetään muistia ja suutute-
taan ohjelmien ylläpidettävyydestä huol-
ta kantavat. Apulaskurit voi myöhemmin
nollata tehokkaasti selaamalla pilkkojaan
tulevat siirtymät kolmannen kerran.

Kun kaikki tämä on tehty, niin hal-
kaistaan ne lohkot, joiden tiloja merkittiin
edellä. Tämä tapahtuu muuten kuten lu-
vussa 5, paitsi tiloja on merkitty kahdella
tavalla ja lohkoja voidaan joutua halkaise-
maan kolmeen osaan.

Paigen ja Tarjanin algoritmi voidaan
yleistää nimetyille siirtymille edellisen lu-
vun kimppujen avulla [14]. Myös muut
edellisen luvun parannukset voidaan ottaa
käyttöön. Itse asiassa olen ohjelmoinut ja
testannut edellisen luvun uudet ajatukset
tässä yhteydessä enkä deterministisillä ää-
rellisillä automaateilla.

7 Derisavin, Hermannsin ja
Sandersin algoritmi

Pääsemme vihdoin takaisin Markovin ket-
juihin. Kirjallisuudessa on huolettomas-
ti väitetty, että soveltamalla Paigen ja
Tarjanin algoritmia voidaan Markovin
ketjun tilojen yhdistämistehtävä ratkaista
O(mlogn) ajassa, missän on yhä tilojen ja
m siirtymien määrä. Derisavi, Hermanns
ja Sanders huomauttivat vuonna 2003, et-
tä asia ei ole niin yksinkertainen [5].

Markovin ketjun tilojen yhdistämisel-
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lä ja Paigen ja Tarjanin algoritmilla on
paljon yhteistä. Tärkein ero on seuraava.
Paigen ja Tarjanin algoritmissa olennaista
on, onko tilasta siirtymää pilkkojaan. Mar-
kovin ketjun tilojen yhdistämisessä olen-
naista on, kuinka paljon on tilasta pilkko-
jaan vievien siirtymien todennäköisyyk-
sien summa. Summien laskemiseksi Deri-
savi työtovereineen käytti edellisen luvun
apulaskurien kaltaista menetelmää.

Koska alkuperäisen koostelohkon pilk-
komisvaikutus on jo tehty, on kaikilla
vasemman, oikean ja keskilohkon tiloil-
la sama alkuperäiseen koostelohkoon vie-
vien siirtymien todennäköisyyksien sum-
ma. Vasemman lohkon tiloilla koko tä-
mä summa kohdistuu pilkkojaan. Muual-
le alkuperäiseen koostelohkoon kohdistu-
va summa on nolla. Oikean lohkon tiloilla
tilanne on päinvastainen. Keskilohkon ti-
loilla osa summasta kohdistuu pilkkojaan
ja osa muualle alkuperäiseen koosteloh-
koon. Jakauma voi olla erilainen eri ti-
loilla. Esimerkiksi yhdestä tilasta voidaan
siirtyä todennäköisyydellä 0,1 pilkkojaan
ja 0,6 muualle koostelohkoon, ja toisel-
la tilalla vastaavat todennäköisyydet voi-
vat olla 0,4 ja 0,3.

Näin ollen vasen ja oikea lohko ovat
yhteensopivia sekä pilkkojan että alkupe-
räisen koostelohkon loppuosan suhteen,
mutta keskilohko ei välttämättä ole. Kes-
kilohkon tilat täytyy ryhmitellä ja jakaa
lohkoiksi sen mukaan, mikä on niistä pilk-
kojaan (tai vaihtoehtoisesti muualle alku-
peräiseen koostelohkoon) vievä summa.
Kun tällainen keino on otettu käyttöön,
sillä voi myös erottaa vasemman lohkon
tilat keskilohkon tiloista. Tämä on etu, sil-
lä, kuten luvussa 6 nähtiin, Paigen ja Tar-
janin algoritmin keino tehdä sama asia on
niin monimutkainen, että siitä eroon pääsy
olisi suotavaa.

Luonnollisin ryhmittelykeino on jär-
jestää keski- ja vasemman lohkon tilat

summan mukaan, jolloin samaan ryhmään
kuuluvat tilat asettuvat peräkkäin. Deri-
savi työtovereineen huomautti, että koska
tyypilliset järjestämisalgoritmit eivät vie
O(k) vaan O(k logk) aikaa, missäk on
järjestettävien tilojen määrä, tulee pilkko-
misalgoritmin suoritusaikaan ylimääräi-
nen logaritmitermi. Siis suoritusaika on
O(mlog2n). Niiden aikaisempien kirjoit-
tajien, jotka väittivät, ettäO(mlogn) riit-
tää, olisi tullut kertoa, miten ylimääräinen
logaritmitermi voidaan välttää. Tätä he ei-
vät olleet tehneet.

Derisavi työtovereineen osoitti myös,
että jos keski- ja vasemman lohkon unioni
järjestetään niin sanottujen splay-puiden
avulla, niin pilkkomisalgoritmin suori-
tusaika putoaa tavoiteltuun kertaluokkaan
O(mlogn). Splay-puut ovat kuitenkin vä-
hän tunnettu, monimutkainen ja (kuten bi-
nääripuut yleensä) melko paljon muistia
kuluttava tietorakenne. Ylimääräinen lo-
garitmitermi ei ole edes teoriassa iso hi-
dastus. Voi olla, että splay-puihin perustu-
va ratkaisu on monimutkaisuutensa vuok-
si käytännön tilanteissa yleensä hitaam-
pi kuin tavallisen yksinkertaisen järjestä-
misalgoritmin käyttö. Siksi tämän tulok-
sen käytännön merkitys vaikuttaa pienel-
tä.

Julkaisu [5] keskittyy nopeuteen splay-
puiden kanssa ja ilman. Algoritmin ylei-
sen oikeellisuuden se kuittaa epämääräi-
sillä viittauksilla Paigen ja Tarjanin al-
goritmiin sekä lähteisiin, joissa puhutaan
Markovin ketjun tilojen yhdistämisestä
yleisellä mutta ei julkaisun algoritmin ta-
solla. Tämä ei riitä, sillä julkaisun algo-
ritmi poikkeaa Paigen ja Tarjanin algorit-
mista huomattavasti. Se muun muassa ei
käytä koostelohkoja.

Lukijan on vaikea saada julkaisusta [5]
selville, mikä on sen algoritmin oikeelli-
suuden kannalta olennaista. Lisäksi algo-
ritmissa sellaisena kuin se julkaisussa esi-



50 Kuinka kiltti mutta tarpeeton pikku algoritmi sai tärkeän tehtävän

tetään on virhe. Kun lohko halkeaa, niin
sen osia pitää lisätä vuoroaan odottavien
pilkkojien joukkoon. Julkaisussa sinne li-
sätään aina kaikki muut osat paitsi suu-
rin. Suurimman osan saa kuitenkin jät-
tää pois vain siinä tapauksessa, että hal-
jennut lohko ei itse ollut vuoroaan odot-
tavien pilkkojien joukossa. Virhe ei ku-
moa algoritmin perusajatuksia, mutta joh-
taa siihen, että julkaisun mukaan toteutet-
tu ohjelma laskisi väärin. Lukijalla on ol-
tava huomattavat taustatiedot voidakseen
havaita ja korjata virheen.

8 Eroon splay-puista
Kesäkuussa 2009 pidin esitelmää julkai-
susta [14], joka esittää Paigen ja Tar-
janin algoritmin yleistyksen tilanteeseen,
jossa siirtymillä on vapaasti valittavat ni-
met. (Senkin kohdalla kirjallisuudessa on
huolettomasti mutta virheellisesti väitet-
ty, että yleistämiseen ei kätkeydy erityi-
siä ongelmia.) Yleisössä ollut Giuliana
Franceschinis kysyi, voiko algoritmiani
soveltaa Markovin ketjun tilojen yhdistä-
mistehtävään, sillä algoritmini vaikutti hä-
nestä yksinkertaisemmalta kuin Derisavin
ja työtovereiden.

Paljastui, että julkaisun [14] uusista tu-
loksista ei ole apua, mutta Markovin ket-
jun tilojen yhdistämistehtävä oli muuten
kiinnostava. Tästä syntyi julkaisu [15].
Siinä osoitimme ja korjasimme luvussa 7
mainitun virheen, korvasimme splay-puut
yksinkertaisemmalla mekanismilla, ja an-
noimme perusteelliset algoritmikuvaukset
ja todistukset.

Splay-puiden korvaamisessa tarvitaan
seuraavaa tulosta.

Apulause 5 Jos Markovin ketjun tilojen
osituksen pilkkomisen aikana käsiteltyjen
keskilohkojen koot ovatk1, k2, . . . , kK ,
niin ∑K

j=1k j logk j ≤ mlogn.

Todistus.Tarkoittakoonκ(i) niiden koos-

telohkojen määrää, joihin tilastai on ai-
nakin yksi siirtymä. Käymällä kaikki tilat
läpi saadaan∑n

i=1 κ(i) ≤ m.

Keskilohkon tilasta on siirtymä se-
kä pilkkojaan että muualle alkuperäi-
seen koostelohkoon. Pilkkojasta tulee uusi
koostelohko. Tästä seuraa, että joka kerta
kun i on keskilohkossa,κ(i) kasvaa yh-
dellä. Niinpä, josλ(i) on niiden kerto-
jen määrä, jotka tilai on ollut keskiloh-
kossa, niinλ(i) ≤ κ(i). Kun λ(i) sum-
mataan kaikkien tilojen yli saadaan kä-
siteltyjen keskilohkojen kokojen summa,
eli ∑K

j=1k j = ∑n
i=1 λ(i). Yhdistämällä tä-

hänastiset huomiot saadaan∑K
j=1k j ≤ m.

Koska lohkon koko on enintään tilojen
määrä, on∑K

j=1k j logk j ≤ ∑K
j=1k j logn =

(∑K
j=1k j) logn. Edellä saadun tuloksen

kanssa tämä tuottaa∑K
j=1k j logk j ≤

mlogn. 2

Jos keskilohkot järjestetäänO(k logk)
aikaa kuluttavalla algoritmilla, niin lu-
ku ∑K

j=1k j logk j kuvaa järjestämisten yh-
teensä kuluttamaa aikaa. Apulause sanoo
siis, että algoritmin tavoiteltu suoritusaika
riittää keskilohkojen järjestämiseen taval-
lisella järjestämisalgoritmilla. Näin ollen,
jos vasemman lohkon tilat saadaan erotet-
tua keskilohkon tiloista ennen järjestämis-
tä, niin tavallinen järjestämisalgoritmi riit-
tää eikä monimutkaisia splay-puita tarvi-
ta.

Vasemman lohkon tilat saadaan ero-
tettua Paigen ja Tarjanin algoritmin las-
kurikeinolla. Ikävä kyllä se on niin
monimutkainen, että ajatus tyytymisestä
O(mlog2n) suoritusaikaan tuntuu houkut-
televammalta.

Diskreetin ajan Markovin ketjujen ta-
pauksessa siirtymiin liittyvät luvut ovat
todennäköisyyksiä ja niin ollen positiivi-
sia. Siitä seuraa, että joko vasen lohko on
tyhjä tai se koostuu niistä tiloista, joiden
pilkkojaan vievien siirtymien todennäköi-
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syyksien summa on suurin. Summan suu-
rin arvo on helppo selvittää selaamalla va-
semman ja keskilohkon unionin tilat läpi,
jonka jälkeen sen tuottavat tilat voidaan
ottaa erilleen selaamalla tilat uudelleen lä-
pi. Jos vasen lohko on tyhjä, tämä kei-
no erottaa keskilohkon jonkin osan, mut-
ta se ei haittaa. Järjestämisen tarkoitus on
ryhmitellä keskilohkon tilat summien mu-
kaan, eikä tätä häiritse, jos yksi ryhmä ote-
taan etukäteen erilleen.

Valitettavasti tämä keino ei toimi jatku-
van ajan Markovin ketjuille, sillä niiden
siirtymissä esiintyy myös negatiivisia lu-
kuja. Tarvitaan toinen keino. Äskeinen to-
teamus yleistäen, ei haittaa, jos keino erot-
taakin väärän ryhmän, kunhan jäljelle jää-
vissä ryhmissä on yhteensä tarpeeksi vä-
hän tiloja, ja keino on nopea ja yksinker-
tainen. On helppo osoittaa, että aika riit-
tää, vaikka luvutk j kaksinkertaistettaisiin.
Joko lukija arvasi?

9 Tarvitaanko enemmistö-
arvon löytämisalgoritmia
varmasti?

Enemmistöarvon löytämisalgoritmi on
ihanteellinen keino valita yksi ryhmä ero-
tettavaksi vasemman ja keskilohkon unio-
nista ennen järjestämistä. Jos vasen loh-
ko on suurempi kuin keskilohko, niin se
löytää vasemman lohkon tiloihin liitty-
vän summan. Päinvastaisessa tapaukses-
sa vasen ja keskilohko ovat yhteensä niin
pienet, että aika riittää niiden unionin jär-
jestämiseenO(k logk) aikaa kuluttaval-
la algoritmilla, joten ei ole väliä, mikä
ryhmä erotetaan. Enemmistöarvon löytä-
misalgoritmi on melkein yhtä nopea ja
yksinkertainen kuin suurimman summan
etsiminen, mutta toimii silloinkin kun siir-
tymiin liittyvät luvut voivat olla negatiivi-
sia. Näistä syistä julkaisussa [15] käyte-
tään enemmistöarvon löytämisalgoritmia
yhden ryhmän erottamiseen.

Enemmistöarvon löytämisalgoritmi on
täten saanut mielekkään tehtävän. Sen an-
siosta yhdistämisalgoritmin suoritusajaksi
saadaanO(mlogn) ilman monimutkaisten
splay-puiden käyttöä. Kohta tullaan näke-
mään, että algoritmien käytännön nopeuk-
sia on vaikea verrata kovin tarkasti. Sil-
ti on helppo uskoa, että julkaisun [15] al-
goritmi on yksinkertaisuutensa ja pienem-
män muistin kulutuksensa ansiosta käy-
tännössä yleensä tehokkaampi kuin jul-
kaisun [5] algoritmi.

Vaikeampi on selvittää, tuoko yh-
den ryhmän erottaminen enemmistöalkion
löytämisalgoritmilla käytännössä hyötyä
verrattuna siihen, että koko vasemman ja
keskilohkon unioni järjestetään yhdessä.
Se pudottaa ajan kulutuksen kertaluokas-
ta O(mlog2n) kertaluokkaanO(mlogn).
KuitenkaanO-merkinnän tasolla paras al-
goritmi ei aina ole käytännössä paras, sil-
lä O-merkintä ilmaisee suoritusajalle ylä-
rajan, ja algoritmi voi olla suurimmas-
sa osassa tapauksia paljon sitä nopeampi.
Esimerkiksi Quicksort katsotaan yleensä
käytännössä nopeammaksi kuin Heapsort,
vaikka Quicksortin ajan kulutus onO(k2)
ja HeapsortinO(k logk).

Enemmistöalkion löytämisalgoritmi
on itsessään niin halpa, että se ei missään
oloissa kasvata järjestämiseen käytettävää
aikaa merkittävästi. Olisi houkuttelevaa
päätellä tästä, että sen käytöllä ei koskaan
voi hävitä merkittävästi mutta voi voittaa
merkittävästi, joten sitä varmasti kannat-
taa käyttää. Valitettavasti asia ei ole näin
yksinkertainen. Yhden osan erottaminen
muuttaa järjestystä, jossa uudet lohkot
saavat numeronsa. Siten se muuttaa jär-
jestystä, jossa lohkoja käytetään pilkko-
miseen. Kuten seuraavaksi perustellaan,
sillä voi olla vaikutusta kokonaistyömää-
rään.
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Oheisen kuvan jomman kumman reu-
nalohkon käyttö pilkkomiseen halkaisee
keskellä olevan lohkon, eikä muita halkea-
misia tapahdu. Kuvasta 7 näkyy, että loh-
koa numero 1 ei käytetä pilkkomiseen. Jos
keskimmäinen lohko saa alun perin nume-
ron 2, niin sitä käytetään pilkkomiseen en-
nen kuin se itse halkeaa. Sen molemmat
tilat käydään läpi kertaalleen ja myöhem-
min vielä jompi kumpi tila kertaalleen.
Jos se saa numeron 3, niin sitä käytetään
pilkkomiseen vasta kun se on itse haljen-
nut, joten sen kumpikin tila käydään läpi
vain kerran. Erolla ei ole muuta vaikutus-
ta algoritmin toimintaan. Jälkimmäisessä
tapauksessa tehdään kaiken kaikkiaan vä-
hemmän työtä.

Esimerkki havainnollistaa, että tark-
ka suoritusaika voi riippua seikoista, jot-
ka eivät määräydy algoritmista vaan sii-
tä, miten se on toteutettu ohjelmana, mis-
sä järjestyksessä syöte annetaan ja niin
edelleen. Sellaisia ei voi ottaa huomioon
algoritmeja vertailtaessa. Ohjelmien pa-
remmuusjärjestystä ei läheskään aina voi
selvittää mittaamalla suoritusaikoja, sillä
yhdellä syöteaineistolla nopeampi ohjel-
ma saattaa olla hitaampi toisella syöteai-
neistolla. Tekemissäni mittauksissa ei il-
mennyt satunnaisvaihtelua suurempaa no-
peuseroa kumpaankaan suuntaan.

On siis erittäin vaikeaa selvittää sito-
vasti, onko yhden osan erottaminen ennen
järjestämistä käytännössä parempi, yhtä
hyvä vai huonompi ratkaisu kuin erotta-
matta jättäminen. Ei kuitenkaan ole mi-
tään erityistä syytä olettaa, että se olisi
huonompi, ja erottamisen halpuus ja sen
tuoma parannusO-merkinnän tasolla ovat
syitä olettaa, että se on parempi. Sen käyt-
tö on siis järkevää.

Tässä vaiheessa on ainakin periaattees-

sa mahdollista, että uusi tieto muuttaa
tilannetta. Splay-puut joutuivat syrjään,
koska julkaisussa [15] onnistuttiin osoitta-
maan, että tavoiteltu aika riittää keskiloh-
kon järjestämiseen tavallisella algoritmil-
la. Kenties tavoiteltu aika riittää myös va-
semman ja keskilohkon unionin järjestä-
miseen tavallisella algoritmilla. Derisavin
ja muiden huomautus ei ollut, että se ei rii-
tä, vaan että puuttuu todistus, että se riit-
tää. Jos sellainen todistus löytyy, niin mi-
tään ryhmää ei tarvitse erottaa ennen jär-
jestämistä ja enemmistöarvon löytämisal-
goritmi muuttuu taas tarpeettomaksi. Seu-
raava apulause kertoo, voiko näin käydä.

Apulause 6 Keski- ja vasemman loh-
kon unionien järjestämisetΘ(k logk) ai-
kaa vievällä algoritmilla vievät hitaim-
massa tapauksessa yhteensäΘ(mlog2n)
aikaa.

Todistus.Kuvassa 9 on esitetty perhe Mar-
kovin ketjuja, jossa on yksi ketju jokaisel-
le luvun h arvolle. Alkujako on osoitettu
harmailla viivoilla.

Jos keskimmäistä alkuperäistä lohkoa
käytetään ensimmäisenä pilkkojana, se
halkaisee itsensä oikeanpuoleisinta kat-
koviivaa pitkin. Katkoviivan vasemmalle
puolelle jää 2h−1 − 1 ja oikealle puolelle
2h−1 sen tilaa, joten jatkossa käytettäväk-
si pilkkojaksi valitaan vasen puoli. Kun si-
tä käytetään pilkkojana, se erottaa seuraa-
van palstan tilat muista. Tätä jatkuu, kun-
nes lohko on pilkottu kuvan kaikkia kat-
koviivoja pitkin.

Jokaisessa pilkkomisessa kuvan va-
semmassa reunassa olevat 2h tilaa muo-
dostavat vasemman lohkon, vastaavan
keski- ja oikean lohkon ollessa tyhjiä. Jos
vasemman ja keskilohkon unioni järjes-
tetään jokaisen pilkkomisen yhteydessä
Θ(k logk) aikaa vievällä algoritmilla, niin
kuvan vasen reuna aiheuttaah järjestämis-
tä joista kukin käsittelee 2h alkiota. Ne
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Kuva 9: Esimerkki, jossa sama iso vasen lohko tulee käsiteltäväksi useasti [15].Jokaisen siirty-
män todennäköisyys on 1.

vievät yhteensä aikaa lukuunh(2h log2h)
verrannollisesti. Kuvassam = n = 2h+1,
joten ajan kulutus on verrannollinen lu-
kuun(log2

n
2)m

2 log n
2 = Θ(mlog2n). 2

Tavoiteltu suoritusaika ei siis riitä va-
semman ja keskilohkon unionien järjes-
tämiseen tavallisella algoritmilla. Kyse ei
ole siitä, että puuttuu todistus, että se riit-
tää, vaan siitä, että se todellakaan ei rii-
tä. Vasemman lohkon ottaminen erilleen
silloin kun se on suuri on siis välttä-
mätöntä. Enemmistöarvon löytämisalgo-
ritmin käyttö ei ole turhaa.

10 Yhteenveto
Tässä kirjoituksessa tarkasteltiin osituk-
sen pilkkomiseen perustuvia algoritmeja
kolmen tehtävän ratkaisemiseen. Tehtävät
olivat klassinen äärellisen automaatin mi-
nimointi; sen muunnos, jossa siirtymillä ei
ole nimiä, mutta samasta tilasta voi sil-
ti lähteä monta siirtymää; sekä Marko-
vin ketjun samanveroisten tilojen yhdistä-
minen. Markovin ketjut ovat hyödyllisiä
todennäköisyyslaskentaan liittyvien teh-
tävien numeerisessa ratkaisemisessa. Ta-
voitteena oli ratkaista tehtävätO(mlogn)
ajassa, missän on tilojen jam siirtymien
määrä.

Markovin ketjun tapauksessa on tar-

peen luokitella tiloja tilasta pilkkojana
käytettävään lohkoon vievien kaarten pai-
nojen summien mukaan. Luokittelua ei
voi toteuttaa tavallisella järjestämisalgo-
ritmilla koska, kuten kirjoituksessa todis-
tettiin, tavoiteltu suoritusaika ei riitä sii-
hen. Onneksi järjestettävät tilat ovat peräi-
sin kahdesta lähteestä, joista toinen tuot-
taa niin vähän tiloja, että aika riittää nii-
den järjestämiseen, ja toisen tuottamat ti-
lat kuuluvat keskenään samaan luokkaan,
joten niitä ei tarvitse järjestää. Ongelmak-
si jää erotella eri lähteistä tulevat tilat toi-
sistaan.

Tilat voi erotella Paigen ja Tarjanin
esittämällä laskurikeinolla. Valitettavasti
se on monimutkainen. Helpommalla pääs-
tään erottelemalla yksi ryhmä tiloja enem-
mistöarvon löytämisalgoritmin avulla. Se
on erittäin yksinkertainen ja tehokas algo-
ritmi, joka löytää eniten esiintyvän arvon,
jos se esiintyy useammin kuin muut arvot
yhteensä. Muussa tapauksessa se palaut-
taa mielivaltaisen aineistoon kuuluvan ar-
von.

Kyvyttömyys tuottaa informatiivinen
vastaus silloin, kun mikään arvo ei yksi-
nään muodosta enemmistöä, on heikkous,
jonka vuoksi enemmistöarvon löytämisal-
goritmilla on niukasti todellista hyöty-
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käyttöä. Markovin ketjujen sovelluksessa
siitä ei kuitenkaan ole haittaa. Jos jälkim-
mäisen lähteen tuottamia tiloja on niin vä-
hän, että ne eivät muodosta enemmistöä,
niin aika riittää kaikkien tilojen järjestä-
miseen, joten ei ole väliä, mikä ryhmä ti-
loja erotetaan.

Enemmistöarvon löytämisalgoritmi on
siis yksinkertainen ja tehokas keino no-
peuttaa Markovin ketjujen tehtävässä
esiintyvää järjestämistä sen verran, että ta-
voiteltuun suoritusaikaanO(mlogn) pääs-
tään.

Tarkasteltavia algoritmeja käsiteltiin
melko laajasti. Muun muassa esiteltiin tie-
torakenne, jolla pilkottavan osituksen voi
esittää tehokkaasti. Matkan varrella ku-
vailtiin muutamia viime vuosina keksit-
tyjä parannuksia pilkkomiseen perustu-
viin algoritmeihin. Kerrottiin, miten de-
terministisen äärellisen automaatin mini-
moinnin ajan kulutus voidaan pudottaa
kertaluokastaO(αnlogn) kertaluokkaan
O(mlogn), missäα on aakkoston koko.
Kerrottiin, miten voidaan päästä eroon tie-
torakenteesta, jota aikaisemmin on tar-
vittu pitämään kirjaa pilkkomisesta, joka
vielä tulee tehdä. Kerrottiin, miten erääs-
tä toisestakin tietorakenteesta päästään
eroon. Kirjoituksessa esitetty nopea de-
terminististen äärellisten automaattien mi-
nimointialgoritmi lienee yksinkertaisempi
kuin mikään aikaisemmin esitetty.
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