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Tiivistelma

Jos taulukon lokeroista yli puolet siséltdd saman arvon, sanotaan sitinéstéarvoksi.
Enemmistdarvon ldytdmiseen on olemassa monessa suhteessa esireeréljoritmi:
erittéin pieni, elegantti, nopea ja muistin kaytoltdén saastelids. Sen ainoa, itékia s
merkittdvampi, puute on, etta sille on melkein mahdoton keksia jarkevaa &ajtil-
kein aina joko tarvitaan tieto eniten esiintyvasta arvosta siinakin tapauksttsae ei
ole enemmistdna, ja sité algoritmi ei tuota; tai eri arvoja on vain kaksi, jollbitéte rat-
keaa helpommalla laskemalla jomman kumman arvon esiintymiskerrat. Syt kir-
joittaja on pitkaan pitanyt algoritmia mielenkiintoisena mutta kaytanndssa hy oamiE
akateemisena kuriositeettina. Yllattaen kirjoittajalle tuli vastaan tarve, johoritatgon
juuri sopiva. Tama kirjoitus alkaa algoritmin esittelylla. Sitten esitellaan joukistetnsa
varaan rakentuvia algoritmeja, joista viimeinen kayttada enemmistoarvomisakgorit-
mia apunaan. Matkan varrella kohdataan useita kiehtovia algoritmisia idkeitataan
myds, miksi enemmistdarvon ldytamisalgoritmi on erityisen sopiva tehtis&viimei-
sessa algoritmissa.

1 Johdanto on vaikeustasoltaan vaihtelevia osia. Osa

Taman kirjoituksen paétavoitteena ei OI(\4aikeimmista asioista on ladottu lauseiden
esitella uusia tieteellisia tuloksia, vaikkdCdiStuksiksi, joten lukijan on helppo hy-

sitékin téssa kirjoituksessa tehdaan. Apata niiden yli niin halutessaan. Todistuk-

goritmien tutkimus on tuottanut monigSi2 & kuitenkaan kannata hypata yli ru-

yll&ttavia ja joskus suorastaan nerokkafiininomaisesti, silla osa kiehtovista aja-

ta tuloksia, joiden oivaltaminen tuottaduksista on esitetty vain niiss&- ja ©-

mielihyvaa. Taman kirjoituksen kasittele Merkintdjen tuntemisesta on apua, mutta

mien asioiden tutkiminen tuotti kirjoitta- Valttimatonta se ei liene.

jalle tallaista mielihyvaa tavallista enem- Tieteellisten kirjoitusten tyyliin kuu-

man. Kirjoituksen paatavoitteena on valitluu, etta lukija pidetdan koko ajan tietoi-

taa tata mielihyvaa lukijoille. sena siitd, mihin tahdataan. Salapoliisiker-
Kirjoitus on tarkoitettu laajalle luki- tomukseen sovellettuna se tarkoittaisi, et-

jakunnalle ohjelmoimaan juuri oppineista syyllinen paljastetaan heti alussa ja lop-

ta algoritmeja hyvin tunteviin. Siksi siindpuosa kirjasta perustelee, miksi juuri han

OHJE KIRJAPAINOLLE: B5-arkin vasen- ja ylareuna kohdisg A4-arkin vasempaan ja
ylareunaan. Nain pitdisi marginaaliksi tulla taitteen fglla noin 33 mm ja muualla noin 22 mm.
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on syyllinen. Taman Kkirjoituksen tavoit-tanyt! Paras ratkaisu on niin nopea, etta
teeseen sellainen sopii huonosti. Siksi tdaineistoa ei ehdi laittaa suuruusjérjestyk-
sé kirjoituksessa enimméakseen annetaagen siind ajassa.
vain vihjeita siitd, minne ollaan menossa. Tehtdvaén ei kannata suhtautua pelk-
Tavallisen tasoista ennakkotietoa kaipaav@nd akateemisena kuriositeettina. Mar-
voi aloittaa lukemalla luvun 10, jossa kirtaskuussa 2009 julkaistiin uutispalstalla
joituksen paaasiat on koottu yhteen. conp. theory otsikolla "Math/CompSci
Tassa kirjoituksessa on myds tavallisterview Question — Thoughts?” viesti,
ta tieteellista kirjoitusta enemman pohditjossa ohjelmistotuotannon alan tyopaik-
tu, miksi ensimmaisena mieleen tuleva tdcaa isosta monikansallisesta yrityksesta
pa tehda puheena oleva asia ei ole hyvldakenut kertoi saaneensa tyéhonottohaas-
Jollei tiedd, etta suoraviivainen tapa tehdattelussa ratkaistavakseen seuraavan teh-
jokin asia ei toimi, niin yllattava tapa saattavan (suomennos minun):
taa tuntua omituiselta kikkailulta. Jos on o annettu 1000 000 32-bittista ko-
t|elt.0|.rl1elr.1 asiaan liittyvista ongelmista, niin - yonaislukua sisaltava taulukko. Yk-
yllattavan tavan nerokkuus on helpompi ¢ 1 okonaislukuarve esiintyy siina

huomf?‘ta- ainakin 500001 kertaa. Laadi algo-
Aloittakaamme. ritmi x:n l8ytadmiseksi. Tehokkuu-
desta saa lisapisteita.

2 Enemmistdarvon o ) _
l6ytamisalgoritmi Y|est|sta virinneessa keskus_telu_ssa e5|_tet-
tiin muutama erilainen ratkaisu ja pohdit-
Enemmistoarvon I0ytamisalgoritmi rat+jin, mihin haastattelija pyrki kysymyksel-
kaisee seuraavan tehtavan. On annettu gan.
vot A[1], A[2], ..., Aln], missan > 1. Jos  Netti ei olisi netti, ellei siella oli-
jokin arvo esiintyy aineistossa yii/2 ker- si myés sivua, johon on koottu vastauk-
taa, niin tehtavana on ilmoittaa tama assia tyépaikkahaastatteluissa esiintyneisiin
vo. Jos mikaan arvo ei esiinny aineistosgg;symyksiin. Enemmistdarvon [6ytami-
yli n/2 kertaa, niin algoritmi saa palauttagen 16ytyy sieltakin [7].
mink& tahansa arvon, joka esiintyy aineis-
tossa. Jos enemmistdarvo on olemassa, on
se yksikasitteinen. Parhaan tunnetun enemmistdarvon
Algoritmin palauttamasta arvosta eldytamisalgoritmin keksivat Robert S. Bo-
voi valittdmésti nahda, onko se enemmisyer ja J Strother Moofe1980. He saivat
tdarvo vai onko niin, ettd milla&n arvollakirjoituksensa julkaistua vasta 1991 [4],
ei ole yksinkertaista enemmistd6d. Tamamutta tieto heidén keksinndstéan levisi si-
voi kuitenkin selvittaa helposti ja nopeastia ennen ja I6ytyi oppikirjasta jo 1986 [2].
laskemalla, montako kertaa palautettu ar- Algoritmi on esitetty kuvassa 1. Se kay
VO esiintyy aineistossa. aineiston kerran lapi yllapitaen arvausta ja
Tallaisen algoritmin suunnitteleminenaskuria. Ensimmaiseksi arvaukseksi ote-
on hauska tehtava niille, jotka pitdvataan aineiston ensimmainen arvo. Jos vas-
pikkunappéarien algoritmien suunnitteletaan tuleva arvo on sama kuin arvaus, niin
misesta eivatka tunne ratkaisua ennaltskuria kasvatetaan yhdelld. Muussa ta-
Jos kuulut heihin, ala lue kohta tulevierpauksessa laskuria vdhennetdén yhdella,
kolmen tdhden ohi ennen kuin olet yritpaitsi sen ollessa nolla sité ei vahenneta,

* * %

1J:n perassa ei ole pistetts, koska J ei ole lyhenne vaan engigmetunimi kokonaisuudessaan.
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laskuri:=0

fori:=1tondo
if laskuri= 0then arvaus:= Ai]; laskuri:=1
else ifAli] = arvausthen laskuri:= laskuri+ 1
elselaskuri:= laskuri—1

Kuva 1: Enemmistéarvon ldytamisalgoritmi.

vaan vastaan tuleva arvo otetaan uudeksiniin f(x) kasvaa yhdell& riippumatta sii-
arvaukseksi ja laskuri kasvatetaan ykkd#, mikaif-lauseen kolmesta haarasta suo-
seen. ritetaan; ja josA[i] # x, niin f(x):n arvo
Algoritmin toiminnan oikeellisuus ei voi kasvaa yhdella tai vahentya yhdella.
ole aivan itsestddn selva, joten se ansailles x on enemmistéarvo, niin kasvuker-
see tulla todistetuksi. toja ovat ainakin ne ylin/2 kertaa, jol-
loin Ali] = x. Kasvukertoja on siis enem-

K 1 alooritmin lopetettua. Joko méan kuin védhenemiskertoja. N&in ollen,
Vo Kuvan L algoritmin lopetetiua. Jo ja koskaf(x) aloittaa nollasta, on algo-

e§i-i.ntyytaulgko§sa\yli n/2 kertaa';ai mi- ritmin lopussaf(x) > 0. Jos silloin oli-
taan arvo ei estinny taul_gkos@ayl; rll/z si f(x) = —laskuri, niin olisi laskuri < 0.
Sggaa. Josi = 1, niina esiintyy taulukos- Mutta ndin ei voi olla, koska aikaisem-
) min todettiin, ettd aindaskuri > 0. Jal-
Todistus Koska laskuria ei vahenneta sejglle jaa vainf:n maaritelman vaihtoehto
ollessa nolla, on laskurin arvo aina nolld (X) = laskurijax = arvaus
tai positiivinen. Olemme osoittaneet, ettd jos on
Tarkastellaan for-silmukan jokaisen enemmistoarvo, niin algoritmin lopussa
kierroksen alussa funktiotef (x), joka arvaus= x. Lisaksi algoritmilta vaadittiin,

Lause 1 Olkoon a muuttujanarvausar-

madritellaan seuraavasti: ettd jos enemmistbarvoa ei ole fa> 1,
laskuri, josx = arvaus niin lopussaarvauson jokin aineistossa
f(x) = { _laskuri. muutoin. esiintyva arvo. Tama on helppo nahda to-
' deksi kuvasta 1. O

Ensimmaisella kerrallarvauson maarit-
telematon, mutta se ei haittaa, koska sil- Enemmistéarvon |6ytamisalgoritmi ei
loin laskuri= 0 ja funktion maaritelman tee muuta kuin selaa aineiston |api tas-
molemmat vaihtoehdot tuottavat jokaiselmaélleen kerran ja jokaisen arvon kohdal-
lax saman tuloksen 0. la se tekee kolme yksinkertaista toimintoa.
Jos suoritetaan ensimmainetmen- Apumuistia se tarvitsee kaksi kokonaislu-
haara, niinf(A[i]) muuttuu arvosta 0 ar- kumuuttujaa vastauksen esittamiseen kay-
voon 1 ja muillax f(x) muuttuu arvosta 0 tettévan muuttujan liséksi. Se on siis mel-
arvoon—1. Keskimmaisen haaran tapaukkein niin yksinkertainen, nopea ja muisti-
sessaf (Ali]) kasvaa yhdella ja muut(x) pihi kuin taulukkoa kasitteleva algoritmi
vahenevat yhdella. Myos viimeisessa haaoi ylipaataan olla. Silti se ratkaisee haas-
rassaf (Ali]) kasvaa yhdella, koska sillointavan tehtéavan. Naissa suhteissa se on al-

Ali] # arvausja f(A[i]) = —laskuri. Li- goritmisuunnittelijan unelma.
saksif (arvaug vahenee ja muut(x) kas- Enemmistdarvon l6ytamisalgoritmista
vavat yhdella. ei valittbmasti née, ettd se tuottaa tulok-

Yhteenvetona saadaan, ettd @] = seksi sen mité pitdd. Tama ei ole pelkés-
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Kuva 2: Noppapeli, jossa on pitka turvallinen seka lyhyt vaarallinen reitti.

tadn myodnteinen asia, mutta toisaalta $@aksi vasta kun aineisto on poimittu suu-
on merkki siitd, ettéd algoritmi ei ole it- resta perusjoukosta. Silloinkaan ei yleen-
sestadan selva. Koska se on yksinkertainaa riité [0ytad enemmistdarvoa, vaan halu-
ja tehokas mutta ei itsestaan selva, saavtatn tietaa eniten aania saanut arvo siina-
jotkut tutkijat, kuten mina, siita alyllista kin tapauksessa, etta se ei yksindan muo-
mielihyvaa ja kutsuvat sita elegantiksi. dosta enemmistéa. Toisaalta, jos aineis-
Nain ollen sita on kaytetty esimerkki-t0 jarjestetaan suuruusjarjestykseen, niin
na oppikirjoissa [2, kohta 4.3.3], [11, [u-On helppo selvittaa kunkin arvon esiinty-
ku 18]. Se on eras ensimmaisia koneellMiskertojen maara laskemalla monestiko
sesti oikeaksi todistettuja algoritmeja, silS€ toistuu perakkain. Vaikka jarjestaminen
la sen keksijat olivat myos eraan kuuluion hitaampaa kuin enemmist6arvon I6yta-
san varhaisen automaattisen teoreemantBisalgoritmin suoritus, on se riittavan no-
distimen laatijoita ja todistivat silla algo-Peaa useimpiin kaytannon tarpeisiin.
ritminsa Fortran-kielisen toteutuksen oi- Naista syistd enemmistoarvon Ioyta-
keaksi vuonna 1980 [4]. Algoritmia onmisalgoritmille on jokseenkin mahdoton
kaytetty esimerkkina jopa Helsingin yli-I0yta& hyodyllista kaytt6a. Niin ainakin
opistossa tehdyssa filosofian vaitoskirjasiskoin 21. elokuuta 2009 asti.
sa [12]. Ja, kuten edelld todettiin, enem-
mistdarvon loytamistehtavalla on testattd Markovin ketjut

tydnhakijoita. Noppapelissa syntyy silloin talléin ku-
Kun naiden kehujen jalkeen aletaanan 2 kaltainen tilanne. Nykyisesta pai-
miettia, mihin enemmistéarvon I6ytdmiskasta maaliin on kaksi vaihtoehtoista reit-
algoritmia voitaisiin kaytannossa hyodyntia: pitka mutta turvallinen seka lyhyt, jos-
taa, niin tunnelma lassahtaa kuin parsa on vaarallinen paikka, johon pelaaja ei
nukakku. Tehtdvan englanninkielinen nihalua osua.
mi "majority vote/voting” luo mielikuvan  \oidakseen tehdé viisaan valinnan pe-
vaaleista. Algoritmin tuottama informaadaaja haluaa tietad, milla todennakoisyy-
tio ei kuitenkaan riita todellisissa vaaleisdell4 han osuu vaaralliseen paikkaan, jos
sa, vaan tarvitaan myos kunkin ehdokkaatin valitsee lyhyen reitin. Jos pelaaja on
aanimaarg, ja ehdokkaat on asetettava nésimerkiksi neljan askeleen paassa vaaral-
den mukaan jarjestykseen. Nama on helfisesta paikasta, niin seuraavalla heitolla
po laskea muilla keinoin, jos ehdokkaihin paasee sen ohi todennakt')isyydéllé
ta on ennalta tunnettu pienehkd JOUka(silmaluvutSja 6). Todennék@isyyde|gé
Niinhan todellisissa vaaleissa on. han osuu siihen seuraavaksi (silmaluku 4).
Laskenta muuttuu millaén lailla vai-Muutoin han jaa yhden, kahden tai kol-
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Kuva 3: Yksinkertaistettua noppapelin tilannetta vastaava Markovin ketju.

men askeleen paahan siitda, missad kunkiMarkovin mukaan, joka eli 1856—1922 [3,
vaihtoehdon todennékdoisyys (én s. 873]. On olemassa myds jatkuvan ajan
Olkoon vaaralliseen paikkaamaskel- Markovin ketjuja. Ne ovat hankalampia
ta, ja tarkoittakoonp, todennakoisyytta selittdd, mutta onneksi tassé kirjoitukses-
osua siihen ennemmin tai mydhemmirsa tarvitaan niistd vain kahta tietoa: ai-
Kun n < 0, on vaarallinen paikka ohitet-van kohta kasiteltava samanveroisten tilo-
tu, jotenp, = 0. Kunn =0, ollaan vaaral- jen yhdistdminen koskee niitéakin, ja nii-
lisessa paikassa, jotem = 1. Kunn > 0, den siirtymiin merkityt luvut voivat saada
niin p, lasketaan summana niista kuudesayds negatiivisia arvoja.
ta tapauksesta, jotka vastaavat seuraavanMarkovin ketjuista voi ratkaista nu-
nopanheiton silmalukuja 1, 2, ..., 6: meerisesti monenlaisia asioita koskien
tutkittavaa jarjestelmaa. Isojen Markovin
1 6 _ ketjujen kasittely on valitettavasti tyolas-
Pn= 6; P—i - ta. Tasta syysta on kehitetty keinoja pie-
a nentéa Markovin ketjuja tunnistamalla tie-
Nama saannot voi esittdé kuvan 3 kalkyssa mielessd samanveroisia tiloja ja su-
taisella piirroksella. Oikein piirrettyna sii- lauttamalla ne yhteen. Kuvan 3 tifaon
ta tulisi kamalan sotkuinen, joten sitd omiiden tilojen yhteensulautuma, jotka vas-
yksinkertaistettu kuvittelemalla, etté arpataavat etéisyyden negatiivisia arvoja.
nopassa olisi vain kolme tahkoa silmalu- Kuva 4 havainnollistaa tilojen yhdista-
vuiltaan 1, 2 ja 3. Piirrosta on yksinkermista yleisemmin. Sen Markovin ketjussa
taistettu my0s esittdmalla negatiiviset an kolmenlaisia tiloja. Ne on merkitty kir-
kelmaarat (elin < 0) yhdella ympyral- jaimilla "A”, "B” ja " C". Ajatuksena on,
1&, johon on kirjoitettu 'T” tarkoittamaan etté tilat on merkitty eri kirjaimilla jos ja
turvallista paikkaa. Vaarallinen paikka orvain jos niilla on jokin valittémasti mer-
merkitty kirjaimella v, ja ympyréihin kityksellinen ero. Esimerkiksi noppapelis-
kirjoitetut numerot tarkoittavat etaisyyt-sa vaarallinen tila on valittdmasti erilainen
td vaaralliseen paikkaan. Kaarten varrekuin muut tilat: pelatty uhka on toteutu-
le kirjoitetut luvut ilmaisevat siirtymien nut, kun muissa tiloissa on ainakin toivoa,
todennékdisyydet. Jos todennékoisyys aitd se valtetaan. Tilojen téllaista luokitte-
nolla, niin vastaava kaari jatetdan piirtdlua kutsutaaralkujaoksi
matta. Kuvan 4 vasemmanpuoleisessa piir-
Meilld on siis jarjestelma, jossa dito- roksessa on huomattu, ettd kummastakin
ja (kuvan ympyrat) seka tunnetulla todenharmaalla viivalla ympyroéidysta tilasta
nakoisyydella tapahtuviaiirtymia tilasta paastaan seuraaval&imerkittyyn tilaan
toiseen (kuvan nuolet). Tallaista jarjestetodennakoisyydella 0,9 j&-merkittyyn
mada sanotaan (diskreetin ajaviprkovin tilaan todenndkoisyydelld 0,1, ja muualle
ketjuksivenalaisen matemaatikon Andrekummastakaan ei paase. Niilla on siis sa-
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Kuva 4: Tilojen yhdistdminen Markovin ketjussa.

mat mahdolliset tulevaisuudet samoilla tofaman vuoksi tiloja yhdistavat algoritmit
dennakdisyyksilla. Niilla ei mydskaan oletoimivat toisella tavalla. Luvussa 5 katso-
valiténtd eroa, koska ne on merkitty sataan, miten asia on hoidettu erddssa toises-
malla kirjaimella "A”. Ne ovat siis kaik- sa yhteydessé. Ennen sitd on tutustuttava
kien olennaisten asioiden kannalta samaaréddseen tietorakenteeseen.
veroiset, joten ne voi yhdistaa yhdeksi ti- ) )
laksi. 4 Hienonnettavan osituksen

Kuvan oikeanpuoleisessa piirroksessa tietorakenne

on kaksi muuta tilaa todettu samanvejsykonosituson sen jako osiksi siten, etté
roisiksi. Niistd toisesta lahtee kaksi S”r'jokainen alkio kuuluu tasan yhteen osaan,
tymaa todennakdisyydella 0,4 ja toisesigiks mikaan osa ole tyhja. Ositus on so-
yksi todennakdisyydella 0,8, mutta se gliva kasite esittamaan tilannetta, jossa ka-
haittaa, koska ne vievat samanveroisikgite|tavat kohteet on jaettu ryhmiin jonkin

jo todettuihin tiloihin. Siksi kummastakinyhgistsvan tai erottavan tekijan mukaan.
paastaan samalla todennakoisyydella 0,8 joukon {1,2,....n} ositus voidaan

samanlaiseen vaihtoehtoisten tulevaisuuksiitas kahden taulukon avulliuku ja

sien kokonaisuuteen. Lisaksi kummastgj, Samaan osaan kuuluvat luvut ovat
kin paasee toiseensa samalla tOde””akBErakkain taulukosdaku, ja alkuli] ilmai-
syydella 0,2. Mitaan eroa ei voi havaitgee kohdan, josta osatuvut alkavat. Osi-
heti eika mydhemmin. tus{2,4}, {6,1,5,8}, {3}, {7,9} voidaan
Sef?dSijaan vasemmanpuoleisia tiloja @sittaa seuraavilla taulukoilla:
voi yhdistdd. Ne eroavat toisistaan sen
todennakdisyyden suhteen, jolla paastaan luku'="12,4,6,1,5,8,3,7,9]
asken yhdistettyihin tiloihin. Toiselle niis- 21K [1.3.7.8]
ta tama todennakdisyys on 0,5 ja toiselle Qlettakaamme, ettd og#, 1,5,8} ha-
0,9. lutaan halkaista kahdeksi osakél,5}
Edella aloitimme alkuperaisella Mara {6,8}. Tama onnistuu ryhmittelemélla
kovin ketjulla, tunnistimme samanveroisiasan alue taulukossaku uudelleen ja li-
tiloja ja yhdistimme ne. TAma toimintape-saamalla uusi osan alkukohta:
riaate joutuu vaikeuksiin oheisen Marko-
vin ketjun tapauksessa. Sen kaikki tilat voi - E g é ? g] 83,79
yhdistdd, mutta mistd nahdaan, etta niin T
on? Taman toteuttamisessa tehokkaasti on
ongelma. Uuden osan alkukohta liséttiin
keskelle taulukkoalkuy, jolloin sen lop-
18 puosan sisalto [7, 8] jouduttiin siirtAmaéan
askeleen verran oikealle. Jos loppuosa on

luku
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iso, menee siirtdmiseen paljon aikaa. Olbn 0sg joka ilmoittaa kullekin luvulle sen
si nopeampaa lisata uuden osan alkukohtaan numeron, johon luku kuuluu.
taulukonalku loppuun seuraavasti: Kuva 5 nayttaa toimintojen toteutuk-
set. Toiminnossaerkitseoleva testi estaa
[i’ g % g g 8.3,7.9] merkitsemasta uudelleen lukua, joka on
[1.3.7.8,5] jo merkitty. Luku merkitdan vaihtamalla

Valitettavasti tamé tekee osien loppuSen paikkaa alkupuolikkaan ja loppupuo-

kohtien Idytamisen hankalaksi. Aikaisemlikkaan valisen rajan kohdalla olevan lu-
min osan/ loppukohta voitiin selvittaa Yun kanssa ja kasvattamalla rajaa yhdella.

katsomallaalkul¢ + 1], paitsi vimeisen Lukujen uudet paikat taytyy paivittaa tau-
osan tapauksessa, mutta sen loppukdikkoonpaikka Jos siind osassa, johon lu-
daksi tiedetén koko taulukon loppukohtd! | Kuuluu, ei aikaisemmin ollut merkit-
Nyt osan 2 loppukohtaa ei voi 16ytaa silYid lukuja, niinmerkits€i) palauttaa sen
ten. Taman ratkaisemiseksi otetaan k&y@San numeron. Muussa tapauksessa se pa-
t66n kolmas taulukkdoppu, jonka sisél- IaL!fcta.z?l _nollan. Paluuarvosta tulee olemaan
t6 iimaisee osien loppukohdat. LoppukohlY0tyé jatkossa.
daksi voitaisiin antaa osan viimeisen lu- Merkitseei sisalla silmukoita eika kut-
vun paikka, mutta mydhemmin esitettdSU muita toimintoja eika itseaan, joten se
vien asioiden kannalta on luontevampadQimii vakioajassa.
ettd loppukohdaksi annetaan sité ykkésen Koskamerkitsevaihtaa lukujen jarjes-
verran suurempi luku. tysta, on tarkeaa, etta merkitsemisia ei teh-
da kesken osan siséllon selaamisen. Muu-

luku
alku

luku = [2,4,1,5,6,8,3,7,9] 1{ojn selaaminen saattaa tuottaa joitakin lu-
alku = [1,3,7, 85 kuja monesti ja jattda toisia tuottamatta.
loppu = [3,5,8,10,7] Tietorakenteen kayttajien on otettava tama

Osan halkaisemiseksi on tavalla tai toihuomloon.

sella iimaistava, mitka luvut menevat en-  Toiminnon halkaisekaksi ensimmais-
simmaiseen ja mitka toiseen puolikkaal@ Mvia huolehtii, ettéa toiminto ei tee tyh.—
seen. Riittaa kertoa ensimmaiseen pusid 0Saa. Jos osan kaikki luvut on merkit-
likkaaseen menevét luvut. Otamme tady: Siloitus keskif] := alkul(] muuttaa ne
varten kayttéon toiminnomerkitsgi) ja MerkitsemattomiksiHalkaisepyyhkii ai-
halkaisé/), misséi on luku ja’ on osan N@ kaikki vanhat merkinnat, jotta ne ei-
numero. Aikaisemman esimerkin osa Z{at hairitsisi myohempia merkitsemisia ja
joka sisaltas(6,1,5,8}, saadaan halkais-halkaisemisia.
tua suorittamallanerkitsé1), merkits¢5) ~ Kolmas rivi kasvattaa osien maaraa ja
ja halkaisg?2). ottaa kayttdon uuden osanumenarNel-
Toiminnon merkits¢i) on Idydettava jas rivi valitsee pienemman puolikkaan.
luku i taulukostduku. Taté varten otetaanNumerou annetaan sille, ja suurempi puo-
kayttoon neljas taulukkpaikka Jotenkin likas sailyttda vanhan numerof Suu-
on pidettava kirjaa, mitka luvut on mer+in osa jaljella olevista riveista paivittaa
kitty. Taméa voidaan tehda jakamalla os@sien alku-, keski- ja loppukohdat vastaa-
alkupuolikkaaseen, joka sisaltaé merkitynaan uutta ositust&or-silmukka merkit-
luvut ja loppupuolikkaaseen, joka sisaltagee uuteen osaan kuuluville luvuille, etta
muut. Niiden vélisen rajan iimaisee uusihe kuuluvat siihen.
taulukko keski Viimeinen uusi taulukko  Halkaisepalauttaa joko toisen puolik-
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merkitséi) halkais€?)
¢:=osdi]; k:=keskj/ if keskj¢] = loppul¢] then keski¢] := alku[/]
p := paikkdi] if keskj¢] = alku[¢] then return O
if p>kthen osia:=osia+1; u:=osia
lukulp] := luku[K] if keskj¢] —alku[¢] < loppu¢] — keskj¢] then
paikkd luku[p] ] := p alku[u] := alku[¢]; loppuu] := keskj/]
lukulk] :=1i alku[¢] := keskj/]
paikkdi] :=k else
keskj¢] :=k+1 alkulu] := keskj¢]; loppuu] :=loppu/]
if k= alku[¢] then return ¢ loppu/] := keskj¢]; keskij¢] :=alku[¢]; ¢:=u
return O keskju] := alku[ul]
for p :=alku[u] to loppuyu] — 1 do
osd luku[p] ] :=u
return ¢

Kuva 5: Merkits€i) ja halkais€?).

kaan numeron tai luvun 0 merkiksi sii-sessa, ettéd se koostuu merkitsemattémis-
t4, etté ei halkaistu, koska toisesta puoliké luvuista, koska se voi olla olennaisesti
kaasta olisi tullut tyhja. Palautettu puolik-suurempi kuin merkittyjen lukujen maara.
kaan numero on sen puolikkaan numero, Monimutkaisemman toteutuksen valit-
johon merkitsematta jaéneet luvut kuulusemisen syy ei siis ole suoritusajassa. To-
vat. Tasta paluuarvosta on hyotya luvun 8ellinen syy on, ettd se mahdollistaa lu-
algoritmin toteutuksessa. Kayttgja tietddiussa 5 kerrottavan parannuksen erdisiin
molempien puolikkaiden numerot ilmaralgoritmeihin.
paluuarvoakin, koska ne ovat kutsussa an- Sain suuren osan taman tietoraken-
nettu numero jasia, mutta ilman paluuar- teen ideoista Timo Knuutilan kirjoitukses-
voa han ei tietaisi, kumpi puolikas sisaltasa [10].
ennen kutsua merkityt luvut. S L
Toiminnon halkaise suoritusaika on © Determinististen aarellisten

for-silmukan vuoksi suoraan verrannolli- ~ automaattien minimointi
nen pienemman puolikkaan kokoon.  Deterministinen aarellinen automaatth
Halkaise olisi ollut yksinkertaisempi yksi teoreettisen tietojenkasittelytieteen
toteuttaa siten, ettéd jos tehd&én uusi oddrkeimpia peruskasitteitd. Se muistuttaa
niin se tehdaan aina merkityista luvuistaedella kasiteltya Markovin ketjua, mutta
Silloin suoritusaika olisi suoraan verransiind on muutamia olennaisia eroja. Siirty-
nollinen merkittyjen lukujen maaraan eimiin ei ole liitetty todennakdisyyksié vaan
k& pienemman puolikkaan kokoon. Tamaimia, jotka on poimittu joukosta, jota
ei ole olennainen ero, koska merkitsemkutsutaaraakkostoksi’Deterministinen”
set ja halkaiseminen vievét joka tapaukarkoittaa, ettd samasta tilasta ei voi olla
sessa yhteensa aikaa vahintaan verrannoseampia kuin yksi siirtyma samalla ni-
lisesti merkittdvien lukujen maaraéan. Semella. Tiloista yksi on asetettu erikoisase-
sijaan olennaista on, ettd kummallakaamaanalkutilanaja nolla tai useampia tilo-
toteutuksella aikaa ei kulu verrannollisesfa on nimettylopputiloiksi Kuvassa 6 on
isomman puolikkaan kokoon siina tapaukesimerkki, jossa alkutila on osoitettu tyh-
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jasta alkavalla nuolella ja lopputilat kakkojen esittdmiseen kaksisuuntaisiin linki-
sinkertaisilla ympyro6illa. tettyihin listoihin perustuvaa tietoraken-
Siirtymien nimi& on mielek&sta ajatellahetta. Siihen voidaan yhta hyvin, ellei pa-
kirjaimina. Jokainen alkutilasta siirtymiaremminkin, kayttaa luvussa 4 kuvattua tie-
pitkin johonkin lopputilaan kulkeva reitti torakennetta.
maadrittelee sanan, joka saadaan luettele- Aluksi on korkeintaan kaksi lohkoa:
malla siirtymien nimet perakkain siind jar{opputilat ja muut tilat. Alkuperaisia loh-
jestyksessa kuin ne kohdattiin. Tallé tavakoja on yksi siiné tapauksessa, etta kaikki
la jokainen deterministinen aarellinen autlat ovat lopputiloja seké siina tapaukses-
tomaatti maarittelee jonkin joukon sanojasa, ett4 lopputiloja ei ole ollenkaan.

Klassinen deterministisiin aarellisiin Tavoitteena on saavuttaa mahdollisim-
automaatteihin liittyva tehtava on 16ytagnan vahalla pilkkomisella tilanne, jossa
mahdollisimman pieni automaatti, jokgokainen lohko onyhteensopivdokaisen
maadrittelee tdsmalleen saman joukon Saakkosera suhteen. Yhteensopivuus tar-
noja kuin annettu automaatti. Sita kutsugopittaa, etta lohkon tilat ovat keskenaan
taan deterministisen aarellisen automaatyymaa mielta siita, lahteekd niista siirty-
minimoimiseksi. mé&a, jonka nimi org, ja jos lahtee, niin

Sellaiset tilat ja siirtymat, joihin alku- mihin lohkoon kuuluvaan tilaan se vie.
tilasta ei paase siirtymia pitkin, eivat vaiKun yhteensopivuus on saavutettu, saa-
kuta deterministisen &aarellisen automaalaan minimoitu automaatti yhdistamalla
tin maarittelemien sanojen joukkoon. Mikunkin lohkon tilat yhdeksi tilaksi. Hal-
nimoinnissa ne tulee poistaa. Sama p&aisemisia halutaan tehda mahdollisim-
tee tiloihin ja siirtymiin, joista ei padseman vahan, jotta minimoidussa automaa-
mihinkaan lopputilaan, paitsi alkutilaa etissa olisi mahdollisimman vahan tiloja.
saa poistaa. Poistaminen onnistuu tavalNoidaan todistaa, etta talla tavalla saatu
silla graafihakualgoritmeilla. Poistovaiheautomaatti maarittelee saman joukon sa-
on niin ilmeinen, ettd osa kirjoittajista einoja kuin alkuperainen automaatti ja on
edes mainitse sita [8, 9]. pienin mahdollinen.

Varsinainen haaste minimoinnissa on Tarkastellaan esimerkkina kuvan 6 de-
siihen sisaltyva tilojen yhdistamistehtavéerministista aéarellista automaattia. Al-
Se on melko samanlainen kuin edella eskuperaiset lohkot ovafl,2,3,4,5,6} ja
telty Markovin ketjun tilojen yhdistamis- {7 81. Lohko {7,8} on yhteensopiva seka
tehtéava. John E. Hopcroftin tulos vuodelgakkosen 0 etta aakkosen 1 suhteen. Loh-
ta 1971 [9] on keskeinen talla alaffeSii- ko {1,2,3,4,5,6} on yhteensopiva 0:n
hen on hiljattain saatu parannuksia, joidegyhteen, mutta ei 1:n suhteen, koska ti-
vuoksi asiaa kannattaa selostaa laajemmigsta 6 ei ole mutta muista on 1-siirtyméa
kuin kiltin pikku algoritmin tarina valtta- |ohkoon itseensa. Niinp41,2,3,4,5,6}
matta vaatisi. on halkaistava osiksi1, 2,3,4,5} ja {6}.

Hopcroftin minimointialgoritmi perus- Koska tila 6 muodostaa nyt oman lohkon-
tuu tilojen ryhmittelyyn epétyhjiksi loh- sa, on{1,2,3,4,5} yhteensopimaton 1:n
koiksi, joita halkaistaan tietyn saannodrsuhteen, joten se on halkaistava lohkoik-
mukaan pienemmiksi lohkoiksi kunnes nsi {1,2,3,4} ja {5}. Samasta syysta tilat
lakkaavat pilkkoutumasta. Han kaytti loh4, 3 ja 2 on erotettava omiksi lohkoikseen

20n myés vaitetty, ettd [9] olisi vuodelta 1970. Loysin senrsiatuna netisté ja sen kannessa lukee
"January, 1971".
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Kuva 6: Deterministinen &éarellinen automaatti, jota ei kannata minimoida "etuperin”.

kukin vuorollaan. Tilat 7 ja 8 pysyvat lop-Jos kumpikin ryhmé& on epatyhja, halkais-
puun asti yhdessa. taan lohko ryhmien mukaisesti. Sitten va-
Tuntuisi luonnolliselta halkaista lohkolitaan toinen pilkkoja ja sama toistetaan.
kaymalla sen tilat I4pi ja katsomalla, paaTata jatketaan, kunnes mikaan lohko ei
seekd niista samalla aakkosella sama&haa halkea pienemmiksi osiksi.
lohkoon. Esimerkissé se tarkoittaa, ettéd Pilkkojaa kaytettdessa ei kayda lapi
kaydaan lapi tilat 1, 2, 3, 4, 5 ja 6; vaharmalkaistavan lohkon tiloja vaan pilkko-
my6hemmin tilat 1, 2, 3, 4 ja 5; sitten 1jan lohkon tilat. Niihin saapuvat pilkko-
2, 3ja4; janiin edelleen. Jos ylarivissa ojan aakkosella nimetyt siirtymat kulje-
n—2tilaa, kdydaan lagin—2)+...+2+ taan takaperin. Siirtymien alkupdiden ti-
1= %(n2—3n+2) tilaa. N&in toimivan al- lat merkitd&n luvun 4 toiminnollmerkitse
goritmin ajan kulutuksen kertaluokka aaktai jollakin sen tapaisella. Niiden lohko-
koston koolla kaksi ei siis voi olla parempien numerot, joiden tiloja merkittiin, koo-
kuin O(n?), miss&n on tilojen maara. taan johonkin tietorakenteesedh. Lu-
Hopcroft huomasi, etté jos tyo jarjestevussa 4 todettiin, etténerkitsepalauttaa
ta&n toisin, voidaan ajan kulutuksen ketohkon numeron vain kun lohko kohda-
taluokaksi aakkoston koolla kaksi saad#@an ensimmaisen kerran. Taman ansios-
O(nlogn). Se on selvésti edellista paremta on helppo vélttdaa saman numeron lisaa-
pi. Gries selkeytti Hopcroftin algoritmiaminenH:hon moneen kertaan, jd voi-
ja laski, ettéa jos aakkoston koko am daan toteuttaa hyvin yksinkertaisesti esi-
on sen ajan kulutu®(anlogn) [8]. Al- merkiksi pinona.
goritmi jai Griesinkin jaljilta vaikeatajui-  Kun merkitsemisvaihe on valmis, hal-
seksi ja Knuutila on selkeyttanyt sité edelkaistaan ne lohkot, joiden numerot ovat
leen [10]. Tassé luvussa esitetdan algoritt:ssa, toiminnollahalkaise tai vastaa-
mista muunnos, jonka ajan kulutus on paslla, sikali kuin ne halkeavat. Luvun 4
rempi kuin minkaan ennen vuotta 200®alkaise huolehtii, etta jos lohkon kaik-
esitetyn ja joka on luultavasti yksinkertaiki tilat merkittiin, niin lohkoa ei halkais-
sempi kuin mikdan koskaan aikaisemmita. Tavoitellun nopeushyddyn kannalta on
esitetty. Sen ajan kulutus oB(mlogn), tarkead, ettialkaiseei kdy lapi enempéaé
missamon siirtymien maard. Tama on patiloja kuin merkittiin. Luvussa 4 huoleh-
rannus, koskan < an ja useinmon paljon dittiin siitékin.
pienempi kuinon. Edelld olleessa esimerkissa lohkon
Griesin algoritmissa valitaan yksi loh-{1,2,3,4,5,6} lapikaynti aakkosella 1
ko L ja aakkonera pilkkojaksi Jokaisen |6ytaa tilat 1, 2, 3, 4 ja 5 mutta ei tilaa
lohkon tilat jaetaan kahteen ryhmaén: niié, joten lohko halkeaa osik$L, 2,3,4,5}
hin, joista ona-niminen siirtymaL:4&n ja {6}. Sen jalkeen lohkoR6} lapikayn-
kuuluvaan tilaan ja niihin, joista ei ole.ti aakkosella 1 I6ytaa vain tilan 5, joka
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nain ollen erotetaan omaksi lohkokseen. Hopcroftilla oli jokaista aakkosta kohti
Lohkon {5} ja aakkosen 1 kayttd pilkko- lista niiden lohkojen numeroista, joita tay-
jana erottaa tilan 4 omaksi lohkokseen jayy kayttaa jatkossa pilkkojina kyseisen
niin edelleen, kunnes ylarivi on pilkkoutu-aakkosen kanssa. Aina kun lohko halke-
nut yhden tilan lohkoiksi. Ylarivi pilkkou- si, selvitettiin kaksiosaisella testilla, kum-
tui erillisiksi tiloiksi kdymalla lapi vain man osan numero lisataan listaan. Myo6-
2n— 5 tilaa. hemmilla kirjoittajilla on ollut vaihtelevia
Askeisen esimerkin menestys ofjetorakenteita ja testeja samaan tarkoi-
kiinni siita, ettd isoja lohkoja, kutentukseen, my6s muissa pilkkomissovelluk-
{1,2,3,4,5}, ei alun jalkeen tarvinnut SiSS2 kuin deterministisen &arellisen auto-

kayttaa pilkkomiseen ennen kuin ne ofil@atin minimoinnissa [1, 5, 6, 8, 10, 13,
vat itse pilkkoutuneet pieniksi. Oliko tamal4: 15, 16]. Minkaanlaista tietorakennet-
vain hyvaa tuuria? Ei ollut, vaan takana offt ja siihen liittyvia testeja ei kuitenkaan
yleinen periaate. Hopcroft huomasi, ettiVita! Tema osoitetaan seuraavaksi ja se
jos lohkoaL on jo kaytetty pilkkomiseen lienee ennen julkaisematon havainto.

ja se jakaantuu lohkoiksli; ja Lz, niin Kutsuttakoon jatkossa kaytettavien
jatkossa riittda kayttéa toista niista p”kkOfohkojen, pilkkojien tms. numeroiden
miseen. joukkoa ty6joukoksi, ja puhukaamme yk-
lImibsta saa kasityksen vertaamallginkertaisuuden vuoksi vain lohkoista. Jos
lohkojen {1,2,3,4,5} ja {6} halkaise- haljenneen lohkon numero ei ollut ty6jou-
misvaikutuksia aakkosella 1. Lohkgs} kossa, niin tydjoukkoon taytyy lisaté pie-
aiheuttaa tilan 5 merkitsemisen ja sitiémman osan numero. Jos se oli tydjou-
kautta lohkon{1,2 34,5} jakaantumi- kossa, niin molempien osien numeroiden
sen osiksi{1,2 3,4} ja {5}. Vastaavas- kuuluu paatya ty6joukkoon. Vanhan nu-
ti {1,2,3,4,5} aiheuttaa tilojen 1, 2, 3 meron perineen osan numero — eli vanha
ja 4 merkitsemisen ja sita kautta lohnumero — on siella jo, joten taytyy lisa-
kon {1,2,3,4,5} jakaantumisen osiksité uuden osan numero. Hopcroft ja muut
{1,2,3,4} ja {5}. Lopputulos on sama,tarvitsivat testeja sen selvittamiseksi, lisa-
vaikka merkityt tilat olivat erit. taanko pienemman osan vai uuden osan

On helppo arvata, etta jos jatkossa kayn_umero, ja kumpi osa on pienempi. Niin

tettévaksi valitaan osista ja Ly pienem- nytkin tarvittaisiin, jos luvun 4halkaise

pi, niin saadaan sAastod. Saaston m.a%%tam uuden numeron aina merkityista

voi kuitenkin olla ylldtys. Jos samaa siird oista koostuvalle osalle. Mutta koska se

tyméaéa kaytetddn halkaisemisessa mon?gtaa uuden numeron aina pienemmalle

kertaa, niin jokaisella kerralla sen Ioppupsa"e' sulautuvat eri tapaukset yhdeksi,

paan tila kuuluu lohkoon, jonka koko one'ka testeja tarvita.
enintédéan puolet koosta edelliselléa kerral- Uudeksi lohkonumeroksi on helpointa

la. Tasta seuraa, ettd samaa siirtymaa veintaa yhtd suurempi kuin edellinen uusi
daan kayttaa enintdén noin logkertaa. numero. Lohkot saa ottaa pilkkomiskayt-

Koska siirtymia on enintdamn kappa- toon tydjoukosta missa jarjestyksessa ta-
letta, on tasta aiheutuva tydmaara kaikdmansa. Jos ne otetaan vanhin ensin, niin
kaikkiaanO(anlogn). Jos ei valittaisi pie- tydjoukossa on aina perékkaiset nume-
nempéaa osaa, niin siirtyman kayttokertorot alkaen ensimmaisesta kayttamattéman
jen maara voisi olla lahes ja tyoméaara lohkon numerosta ja loppuen suurimpaan
O(an?). lohkon numeroon. Téallaisen joukon tallet-
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tamiseen ei tarvita erityista tietorakennefarjestyksella ei ole valia oikean lopputu-
ta, vaan riittda, ettd kumpikin numero oroksen kannalta. Yksi lohko voidaan jattaa
kokonaislukumuuttujassa. kokonaan kayttamatta pilkkomiseen, sil-

Viela on ratkaistava, miten l6ydetaad@ jokainen kimppu, jossa on seka siihen
tehokkaasti ne siirtymat, jotka kulloinkinPaattyvia etta muita siirtymia, tulee pil-
on kuljettava takaperin. Tyypillinen keinokotuksi muiden siirtymiensa loppupaiden
on ollut liittaa jokaiseen tilaan ja aakkoJohkojen vaikutuksesta. Algoritmi lopet-
seen lista, joka sisaltaa siihen tilaan pag@a, kun mikaan lohko ja kimppu ei pilk-
tyvien, silla aakkosella nimettyjen siirty-koudu.
mien alkupaiden tilat. Nama listat on help- Kuva 7 esittaa talla tavalla toimivan al-
po muodostaa. Ne viev@®(an) muistia. goritmin. Lohkotietorakenteen taulukois-
Tama on harmillista, silla siirtymien to-sa ja toiminnoissa on kaytetty etuliitet-
dellinen maarén on usein paljon pienem-ta |_ ja kimpuille vastaavas_. Niinpa
pi kuin an. [_luku[i] on selattavan tilan j& lukuli]

Vuonna 2008 julkaistiin, etta muis-Siirtyman numero. Muuttujak sisaltéa
tin kayttd voidaan pudottaa kertaluokkaaRilkkomiseen kaytettavan kimpun jé
O(m+ ) ja ajan kayttd kertaluokkaanlohkon numeron. Koska yhden lohkon
O(mlogn) ottamalla kayttoon toinen kap-Saa jattaa kayttamatta, aloittefaarvos-
pale luvun 4 tietorakenteesta [16]. Siihef 2-While-siimukoiden ehdoissa esiinty-
talletettava ositus muodostuu siirtymist¥@at|_osiaja k_osiasisaltavat lohkojen ja
eika tiloista. Kutsuttakoon sen oskim- Kimppujen kokonaismaaran kunakin ajan-
puiksi erotukseksi lohkoista. Lisaksi jo-netkena, joten kumpikin tyypillisesti kas-
kaisella tilalla on kaikkien siihen saapuYaa algoritmin suorituksen aikana.
vien siirtymien numeroiden lista. Se saa Paasilmukan vartalo pilkkoo ensin yh-
olla missa jarjestyksessa tahansa, joten den kimpun mukaan ja sitten kaikkien sil-
on helppo toteuttaa. & hetkelld jaljella olevien lohkojen mu-

Aluksi k|mput muodostetaan Siten, etkaan. Na|n Saadaan Vah"la teStellla var-
ta kaikki samannimiset siirtymat kuulu-mistettua, etta jos aluksi on ainakin yksi
vat samaan kimppuun ja erinimiset efimppu, niin, kun algoritmi lopettaa, on
kimppuihin. Tama on vaikeampaa kuirPilkottu kaikkien kimppujen ja yhta vail-
voisi luulla, silla jarjestamiseen nimienl€ kaikkien lohkojen mukaan. Jos aluksi ei
mukaan menee tavallisilla algoritmeills0le yhtaén kimppua, niin lohkoilla pilkko-
O(mlogm) aikaa, joka on enemman kuinMinen jaa pois, mutta silloin lohkoilla ei
luvattu kokonaissuoritusaik&(mlogn). ©le mité pilkkoa.

Koska taman eron kaytannon merkitys on Julkaisuissa [16, 14] pilkottiin lohkolla
pieni ja nopeampi osituskeino on varsimina heti kun se oli haljennut. Siksi niissa
eksoottinen, emme esita sité tassa. Se |agrvittiin erillisetH lohkoille ja kimpuille.
tyy julkaisusta [16]. Nyt lohkoilla pilkkominen alkaa vasta kun

Algoritmin edetessa kimppuja pilko-H on tyhjennetty lohkojen numeroista, jo-
taan siten, etta siirtymat, joiden loppupaalen selvitdaan yhdellél.
tilat kuuluvat eri lohkoihin, joutuvat eri  Algoritmin tahanastinen esittely kes-
kimppuihin. Lohkoja pilkotaan siten, ettékittyi sen eroihin aikaisempiin verrattuna,
tilat, joista toisesta alkaa ja toisesta ei al@ten toiminnan virheettémyys ja nopeus
siirtyma pilkkomiseen kaytettavassa kimeivat valttamatta tulleet selviksi. Virheet-
pussa, joutuvat eri lohkoihin. Pilkkomis-tdmyys perustuu seuraavaan tulokseen.
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/I Aloitetaan ensimmaisesta kimpusta ja toisesta lohkosta
k:=1;,£:=2; H:=0

/I Pééasilmukka

while k < k_osiado

/I Pilko lohkoja vuorossa olevan kimpun mukaan
for i := k_alkulk] to k_loppuk] — 1 do
h :=I_merkits¢ alkupaan tila[k_luku[i]])
if h>0thenH :=HU{h}
for h € H doI_halkaisgh)
H:=0, ki=k+1
I/ Pilko kimput vastaamaan asken pilkottuja lohkoja
while ¢ <|_osiado
for i :=1_alku[¢] to |_loppu¢] — 1 do
for j € tulosiirtymat |_luku(i] ) do
h:=k_merkitsé€j)
if h>0thenH :=HuU{h}
for h € H do k_halkaiségh)
H=0 (:=¢+1

Kuva 7: Deterministisen &arellisen automaatin minimoinnin pilkkomisvaihe.

Apulause 2 Seuraavat asiat patevat ai- ta alkavaa siirtymaa, niin tilat kuulu-
na kuvan 7 algoritmin paasilmukan ehdon vat eri lohkoihin tai kimpun numero
kohdalla: on vahintdank tai toisesta tilasta al-

1.

. Erinimiset siirtymat ovat eri kimpuis-

. Alussa eri lohkoissa olleet tilat ovat ai-

kaa samanniminen siirtyma, ja se kuu-
luu kimppuun, jonka numero on vahin-
taank.

Jos kaksi siirtymaa on eri kimpuissa,
niin niilla on eri nimet tai ne paattyvat
eri lohkoihin.

Todistus.Véaitteiden 1 ja 4 "niin"-osat ei-
vat voimaan astuttuaan voi enda kumou-

sa. tua, koska lohkoja ja kimppuja ei yhdis-

. Jos kaksi siirtymaa paattyy eri lonkoifeta eika siirtymien nimia ja kytkentéja

hin, niin ne ovat eri kimpuissa ta| ainamuuteta. KOkonaiSUUdessaan Va|tteet 1 ja

kin toisen lohkon numero on vahintaart Patevat, koska "niin™-osissa on luetel-

/. tu kaikki tilanteet, joissa algoritmi alustus
mukaan lukien voi sijoittaa tiloja eri loh-

. Jos kaksi tilaa on eri lohkoissa, niin N§&oihin ja S||rtym|a eri k|mppu|h|n Vaite

olivat eri lohkoissa alussa tai toisest2 saatetaan voimaan alustuksessa eika voi
alkaa siirtyma, joka kuuluu kimppuun,kumoutua jalkeenpain. Vaite 5 on ilmei-
jossa ei ole toisesta alkavaa siirtyméénen.

Vain yhden lohkon numero on alle 2.
Véite 3 patee alussa, koska sillain= 2.

na eri lohkoissa. N e ) .
My6hemmin "jos"-osa voi astua voimaan

. Jos tilasta alkaa siirtymd, joka kuuluwain lohkon haljetessa. Silloin toinen osa-

kimppuun, jossa ei ole toisesta tilastohko saa upouuden lohkonumeron, joka
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on suurempi kuin mikaén siihenastinen jaimpun ja lohkon numero ei ole vahin-
siten suurempi kuir?. Siirtyman loppu- taénk ja ¢. Vditteet 2, 3, 5 ja 6 supistuvat
paan tilan lohkon numero voi muuttua alsilloin siten, etté ne tuottavat vaitteille 1
goritmin suorituksen aikana, mutta vaifja 4 vastakkaissuuntaiset vaitteet. Kuulu-
upouudeksi lohkonumeroksi. Kufikas- koon kaksi tilaa samaan lohkoon ja olkoon
vaa, on algoritmi juuri huolehtinut, ettétoisesta jonkin niminen siirtyma johon-
missdan kimpussa ei ole seké lohkoonkin lohkoon. Vaitteen 4 negaation vuok-
ettd muualle paattyvia siirtymia. si toisestakin on samaan kimppuun kuulu-
Viite 6 patee samankaltaisista syistéa siirtyma. Silla on vaitteen 1 negaation
kuin véite 3. Se patee alussa, koska silloivuoksi sama nimi ja maaranpaalohko kuin
jokaisen kimpun numero on vahintaéin ensin mainitulla. Pilkkominen on siis saa-
Jos kimpun halkeaminen saattaa “josettu loppuun eli yhteensopivuus on saa-
osan voimaan, niin kimpun jompi kum-vutettu. O
pi osa saa riittdvan suuren numeron. Siir-
tyman kimpun numero voi kasvaa mutta e\ taytyy osoittaa, etta algoritmi on
ei vghetak:n ka;vaessa ka|k_k| Iohkot ONiin nopea kuin luvattiin.
juuri halkaistu kimpurk mukaisesti. O

Seuraava lause iimaisee, etta algorif-ause 4Kuvan 7 algoritmin suoritusaika
mi saavuttaa aiemmin asetetun yhteensgn O(mlogn), missan on tilojen jam siir-
pivuustavoitteen. Tasta voidaan todistagymien maara.
etta jos algoritmiin lisatdan edella mainit-
tu poistovaihe, niin sen lopputulos on pie-

nin mahdollinen automaatti, joka mé';iairit-TOd'Stus'Valtteerl 2 vuoksi ja koska au-

telee saman joukon sanoja kuin sydtteel&?maatt' OE dEt(_armmlsU.r.]en, on l;\l/ljssakln
si annettu automaatti. Jatamme todistul%—'rnpussa orkeintaan siirtymaa. Muut-

sen esittamattad, koska se on puhdasta njil_a{ﬂ,en kjat juok§utus_t_gkee; iI.meisg_ksi, et
tematiikkaa eika mielenkiintoinen tamare J0S samaa siirtymaa tai tilaa kaytetaan
kirjoituksen kannalta pilkkomiseen monta kertaa, se kuuluu jo-

ka kerta kimppuun tai lohkoon, jonka nu-
Lause 3 Kuvan 7 algoritmin lopetettua mero on suurempi kuin edellisella kerral-
jokainen lohko on yhteensopiva jokaisefa. Koska suuremman eli uuden numeron
aakkosen suhteen, jokainen lohko on osaaa halkaistun kimpun tai lohkon pienem-
joukko jostakin alkuperaisesta lohkosta, jpi osa, on uudelleen kaytettavan siirtyman
jokainen lohko on niin suuri, kuin edellékimppu tai tilan lohko kooltaan korkein-
mainitut seikat sallivat. taan puolet edelliskertaisesta. Siksi samaa

. e . . siirtymaa tai tilaa kaytetdan korkeintaan
Todistus.Véitteiden 4 ja 1 ansiosta kaks'noin log, n kertaa.

tilaa joutuu eri lohkoihin vain, jos ne ovat
eri lohkoissa alussa tai toisesta lahtee siir- Tijjgjen tulosiirtymien yhteismaara on
tymé johonkin lohkoon siten, etta toisestagma kuin siirtymien maara. Naista, lu-
ei lahde saman nimista siirtymaa samagpn 4 tehokkuusanalyyseista seka oletuk-
lohkoon. Algoritmi ei siis pilko lohkoja sesta, ettid, alkupaantila ja tulosiirty-
enempaa kuin on valttamatonta yhteensgien selaus on toteutettu asianmukaises-

pivuuden saavuttamiseksi. ti seuraa, etta algoritmin suoritusaika on
Erikoistapaust&k_osia= 0 lukuunot- O(mlogn). O

tamatta algoritmin lopettaessa minkaan
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Kuva 8: Paigen ja Tarjanin algoritmin havainnollistus.

6 Paigen ja Tarjanin algoritmi lat pitd4 jakaa niihin, joista lahtee siirty-

Aarellisen automaatin deterministisyys tad ja niihin, joista ei lahde.
kaa, ett jos tilasta on siirtyma johonkin Tekemattomasta tyosta pidetaan kirjaa
lohkoon, niin siita ei ole samannimistdoukolla, jossa ovat niiden koostelohko-
siirtymaa johonkin toiseen lohkoon. Edeli€n numerot, joissa on ainakin kaksi loh-
lisen luvun algoritmi ja paattely hy@dyn_koa. Pilkkominen aloitetaan poistamalla
sivat tata. Tilanne monimutkaistuu huolostain téllaisesta koostelohkosta yksi loh-
mattavasti, jos sallitaan monta samannko ja julistamalla se seka pilkkojaksi et-
mista siirtymaa samasta tilasta, jopa sifél itsessaan koostelohkoksi. Kuvan 8 ala-
na tapauksessa, etté eri nimia on kaikkiadfyissa on koostelohko, jonka vasemmasta
kaytdssa vain yksi. Yhtapitavasti Voidaa,ﬁeunasta on erotettu kolmetilainen pilkko-
olettaa, etta siirtymilla ei ole nimia, ja saja-
masta tilasta voi lahtea monta siirtymaéa. Pilkkomisen tuloksena jokainen loh-
Paige ja Tarjan kasittelivat tata tilannett#0, jonka ainakin yhdesta tilasta on siirty-
tiiviissa ja tyolaasti luettavassa julkaisusma alkuperaiseen koostelohkoon, jakaan-
sa[13]. tuu enintddn kolmeksi lohkoksiVasen
Vaikeus on siina, etta jos lohkdaon lohkokoostuu niisté tiloista, joiden kaikki
kaytetty pilkkomiseen ja_ halkeaa loh- alkuperadiseen koostelohkoon vievat siirty-
koiksi L1 ja Ly, niin L1:n kayttd pilkkomi- mat vievat pilkkojaanpikean lohkortilo-
seen edella kuvattuun tapaan ei erota njen siirtymista mikaan ei vie pilkkojaan;
té tiloja, joista on siirtymé sek& :een etta ja keskilohkontiloista on siirtymia se-
Lo:een niista, joista on siirtyma pelkéastaaka pilkkojaan etta muualle alkuperaiseen
L,:een. Tarvitaan keino tehda tama erokoostelohkoon. Kuvan 8 ylarivin lohkon
telu. Sen seurauksena lohko pilkkoontupilkkoutuminen on osoitettu katkoviivoil-
kerralla enintaan kahden osan sijasta enil& Oikea lohko erottuu muista silla, etta
taan kolmeen osaan. Taméakin on hallittssen tiloja ei kohdata kuljettaessa pilkko-
va jotenkin. jaan paattyvat siirtymat takaperin, mutta
Paige ja Tarjan ratkaisivat nank&aos- vasemman lohkon erottaminen keskiloh-
telohkojenja nerokkaasti kaytettyjen las-kosta on vaikeaa.
kurien avulla. Koostelohko on tietynlai- Jokaiseen tilaan ja koostelohkoon liit-
nen epatyhja joukko lohkoja. Aluksi kaik-tyy kuvitteellinenpaalaskurj joka kertoo,
ki lohkot kuuluvat samaan koostelohkoorkuinka monta siirtymaa vie kyseessa ole-
ja mydhemmin koostelohkoja syntyy vairvasta tilasta kyseessa olevaan koosteloh-
jdliempéana kerrottavalla tavalla. Voidaakoon. Oikeasti toteutetaan ne paalaskurit,
osoittaa, etté koostelohkon lohkojen unigeissa oleva arvo on suurempi kuin nolla.
nin aiheuttama pilkkomistarve on toteutetdokaiseen siirtymaan liittyy linkki, jonka
tu. Jotta tdma patisi alussa, aivan aluksi tavulla |0ydetdan se paalaskuri, jonka ti-
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la on siirtyman alkutila ja jonka kooste-ettéa tama on tehty, laitetaan talteen yhdes-
lohkoon siirtyma paattyy. Sanomme sit§a uuteen paalaskuriin vievan linkin kans-
siirtyman paalaskuriksi, vaikka se voi olsa. Kun tila kohdataan selauksen edetessa
la monen siirtymén yhteinen. Siirtyma it-uudelleen, riittda paivittéda siirtyman link-
se kuuluu paalaskurinsa laskemiin siirtyki.
miin, joten paalaskurin arvo on aina posi- Apulaskurit taytyy nollata tulevaa
tiivinen. Kuvassa 8 linkit on esitetty nain:kayttda varten. Taman voisi tehda heti kun
Ton, tilan laji on selvinnyt. Toisaalta, juuri sik-
Lisaksi jokaiseen tilaan liittyyapulas- si, etté.apulask_uria ei sen jalkeen tarvita,
kuri lyhytaikaista kayttoa varten. Kuvan gsen paikalle voidaan tarvittaessa tallettaa
ylarivin tilojen apulaskurit on esitetty ti- Uutéen paalaskuriin vieva linkki, kunhan
lojen vieressa. Pilkkomisen aluksi pilkkoYksi bitti (esimerkiksi etumerkki) uhra-
jaan tulevat siirtymat kaydaan lapi ja joiaan kertomaan, kumpi tieto muistipaikas-
kaisen niistd alkupaan tilan apulaskurig? On- Nain saastetaan muistia ja suutute-
kasvatetaan yhdella. Nain saadaan selvifan ohjelmien yllapidettavyydesta huol-

le, kuinka monta siirtymaa kustakin tilas!@ kantavat. Apulaskurit voi myShemmin
ta vie pilkkojaan. nollata tehokkaasti selaamalla pilkkojaan

tulevat siirtymat kolmannen kerran.

Kun kaikki tdmé& on tehty, niin hal-
staan ne lohkot, joiden tiloja merkittiin
della. Tama tapahtuu muuten kuten lu-

Sitten pilkkojaan tulevat siirtymat kay-
daan lapi uudelleen. Vertaamalla siirty-kai
man alkup&an tilan apulaskurin arvoa siir-

tylrlnan .pa?t"lj?"‘;”f‘kk‘?“ﬁor; saialt(daan__g ussa 5, paitsi tiloja on merkitty kahdella
vile, vievalko kaikkl tlasta a Uperal'tavallajaIohkojavoidaanjoutua halkaise-

seen koostelohkoon vievat siirtymat p||k-m aan kolmeen osaan.

kojaan, vai vieko osa niista muualle koos- Paigen ja Tarjanin algoritmi voidaan

telohkoon. Toisin sanoen, saadaan SEIVSII'Ieistaa nimetyille siirtymille edellisen lu-

:e’hkliU|ULf||_(.(.) t.'.la vaseTpe?;':mt.\l/atl kes::!i/un kimppujen avulla [14]. Myds muut
onhkoon. faman perusteetia lal merkiy, o isen Jyyun parannukset voidaan ottaa

taan yhdella tai toisella tavalla myOhem'kéiyttbdn. Itse asiassa olen ohjelmoinut ja

Eaan talklaljetﬂlsiﬁ ;/a.\rtifn. iilkhedaa}[n t!_Oqéstannut edellisen luvun uudet ajatukset
oon kuuluvat ne tlat, joita €l kohdata as.tasséyhteydessaenké deterministisilla &a-
sa prosessissa ja jotka jaavat siksi merk'}éllisilla automaateilla

sematta.

Keskilohkon jokaista til_aa“\./.arten j_ou_- Derisavin, Hermannsin ja
dutaan perustamaan uusi paalaskuri, jot- . .
ta olisi olemassa paalaskuri seka pilkko- Sandersin algoritmi
jaa etta alkuperaisen koostelohkon logRradsemme vihdoin takaisin Markovin ket-
puosaa varten. Pilkkojan paélaskurin ajuihin. Kirjallisuudessa on huolettomas-
voksi asetetaan tilan apulaskurin arvo. S&- vditetty, ettd soveltamalla Paigen ja
ma arvo vahennetdan alkuperaisen koogarjanin algoritmia voidaan Markovin
telohkon paalaskurista, joka jatkaa koodcetjun tilojen yhdistamistehtava ratkaista
telohkon loppuosan paalaskurina. Siirty©(mlogn) ajassa, misséon yha tilojen ja
man linkki kddnnetdan osoittamaan uutn siirtymien maéara. Derisavi, Hermanns
ta paalaskuria. Kaikki tAméa kannattaa telja Sanders huomauttivat vuonna 2003, et-
da, kun tila kohdataan ensimmaisen keta asia ei ole niin yksinkertainen [5].
ran jalkimmaisella selauksella. Tieto siitd, Markovin ketjun tilojen yhdistamisel-
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l& ja Paigen ja Tarjanin algoritmilla onsumman mukaan, jolloin samaan ryhméaéan
paljon yhteista. Tarkein ero on seuraav&uuluvat tilat asettuvat perékkain. Deri-
Paigen ja Tarjanin algoritmissa olennaistsavi tydtovereineen huomautti, ettd koska
on, onko tilasta siirtymaa pilkkojaan. Martyypilliset jarjestamisalgoritmit eivat vie
kovin ketjun tilojen yhdistamisesséa olenO(k) vaan O(klogk) aikaa, missé& on
naista on, kuinka paljon on tilasta pilkkojarjestettavien tilojen maara, tulee pilkko-
jaan vievien siirtymien todennakdisyyk-misalgoritmin suoritusaikaan ylimaarai-
sien summa. Summien laskemiseksi Demen logaritmitermi. Siis suoritusaika on
savi tydtovereineen kéytti edellisen luvur®(mlog?®n). Niiden aikaisempien kirjoit-
apulaskurien kaltaista menetelméaa. tajien, jotka véittivat, ett®d(mlogn) riit-
Koska alkuperaisen koostelohkon pilk{é; olisi tullut kertoa, miten ylimaarainen
komisvaikutus on jo tehty, on kaikilla l09aritmitermi voidaan valttaa. Tata he ei-
vasemman, oikean ja keskilohkon tiloilvat olleet tehneet.
la sama alkuperaiseen koostelohkoon vie- Derisavi ty6tovereineen osoitti myos,
vien siirtymien todennékdgisyyksien sumetta jos keski- ja vasemman lohkon unioni
ma. Vasemman lohkon tiloilla koko ta-jarjestetdan niin sanottujen splay-puiden
ma summa kohdistuu pilkkojaan. Muualavulla, niin pilkkomisalgoritmin suori-
le alkuperaiseen koostelohkoon kohdistuusaika putoaa tavoiteltuun kertaluokkaan
va summa on nolla. Oikean lohkon tiloillaO(mlogn). Splay-puut ovat kuitenkin véa-
tilanne on péinvastainen. Keskilohkon tihan tunnettu, monimutkainen ja (kuten bi-
loilla osa summasta kohdistuu pilkkojaamaéripuut yleensa) melko paljon muistia
ja osa muualle alkuperaiseen koostelofkuluttava tietorakenne. Ylim&arainen lo-
koon. Jakauma voi olla erilainen eri ti-garitmitermi ei ole edes teoriassa iso hi-
loilla. Esimerkiksi yhdesta tilasta voidaardastus. Voi olla, etté splay-puihin perustu-
siirtyd todennakdisyydella 0,1 pilkkojaanva ratkaisu on monimutkaisuutensa vuok-
ja 0,6 muualle koostelohkoon, ja toiselsi kaytannon tilanteissa yleensa hitaam-
la tilalla vastaavat todennakéisyydet voipi kuin tavallisen yksinkertaisen jarjesta-
vat olla 0,4 ja 0,3. misalgoritmin kayttd. Siksi tdman tulok-
Nain ollen vasen ja oikea lohko ovat??” kaytannon merkitys vaikuttaa pienel-
yhteensopivia seka pilkkojan etta alkupe<-
raisen koostelohkon loppuosan suhteen, Julkaisu [5] keskittyy nopeuteen splay-
mutta keskilohko ei valttamatté ole. Kespuiden kanssa ja ilman. Algoritmin ylei-
kilohkon tilat taytyy ryhmitelld ja jakaa sen oikeellisuuden se kuittaa epamaarai-
lohkoiksi sen mukaan, mika on niista pilksilla viittauksilla Paigen ja Tarjanin al-
kojaan (tai vaihtoehtoisesti muualle alkugoritmiin sek& lahteisiin, joissa puhutaan
perdiseen koostelohkoon) vievd summalarkovin ketjun tilojen yhdistamisesta
Kun tallainen keino on otettu kayttoonyleisella mutta ei julkaisun algoritmin ta-
silla voi my0s erottaa vasemman lohkosolla. Tama ei riitd, silla julkaisun algo-
tilat keskilohkon tiloista. Tama on etu, sil-ritmi poikkeaa Paigen ja Tarjanin algorit-
14, kuten luvussa 6 nahtiin, Paigen ja Tamista huomattavasti. Se muun muassa ei
janin algoritmin keino tehd& sama asia okayta koostelohkoja.

ni@n_monimutkainen, etta siitd eroon paasy Lukijan on vaikea saada julkaisusta [5]

olisi suotavaa. selville, miké on sen algoritmin oikeelli-
Luonnollisin ryhmittelykeino on jar- suuden kannalta olennaista. Liséksi algo-

jestaa keski- ja vasemman lohkon tilatitmissa sellaisena kuin se julkaisussa esi-
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tetdén on virhe. Kun lohko halkeaa, niinelohkojen maaraa, joihin tilastaon ai-
sen osia pitéa lisaté vuoroaan odottavierakin yksi siirtyma. Kaymalla kaikki tilat
pilkkojien joukkoon. Julkaisussa sinne lidapi saadaary ! ; k(i) <m.

sataan aina kaikki muut osat paitsi suu- Keskilohkon tilasta on siirtymé se-
rin. Suurimman osan saa kuitenkin jatka pilkkojaan ettd muualle alkuperai-
taa pois vain siina tapauksessa, etta haleen koostelohkoon. Pilkkojasta tulee uusi
jennut lohko ei itse ollut vuoroaan odotkoostelohko. Tésté seuraa, etté joka kerta
tavien pilkkojien joukossa. Virhe ei ku-kun i on keskilohkossax(i) kasvaa yh-

moa algoritmin perusajatuksia, mutta johdella. Niinpa, josA(i) on niiden kerto-
taa siihen, etta julkaisun mukaan toteutefen méaéré, jotka tild on ollut keskiloh-

tu ohjelma laskisi vaarin. Lukijalla on ol-kossa, niinA(i) < k(i). Kun A(i) sum-
tava huomattavat taustatiedot voidaksegfataan kaikkien tilojen yli saadaan ka-

havaita ja korjata virheen. siteltyjen keskilohkojen kokojen summa,
eli 3% kj = yL1A(i). Yhdistamalla ta-
8 Eroon splay-puista hanastiset huomiot saadagfi_; k; < m.

Kesakuussa 2009 pidin esitelmaa julkai- Koska lohkon koko on enintaan tilojen
susta [14], joka esittad Paigen ja Tamaard, ory';kjlogkj < 3% kjlogn=
janin algoritmin yleistyksen tllanteeseen(zJ 1Kj)logn. Edella saadun tuloksen
jossa siirtymilla on vapaasti valittavat nikanssa tama tuottaazl 1kjlogk; <
met. (Senkin kohdalla kirjallisuudessa omlogn. O
huolettomasti mutta virheellisesti véitet-

ty, etta yleistamiseen ei katkeydy erityi- JOS keskilohkot jarjestetadn(klogk)
sia Onge|m|a) Yleisossa ollut G|u||ana':1|kaa kuluttavalla algorltmllla niin lu-
Franceschinis kysyi, voiko algoritmianiku ¥'_; kjlogk; kuvaa jarjestamisten yh-
soveltaa Markovin ketjun tilojen yhdista-teensa kuluttamaa aikaa. Apulause sanoo
mistehtavaan, silla algoritmini vaikutti ha-Siis, etta algoritmin tavoiteltu suoritusaika
nesta yksinkertaisemmalta kuin Derisavifiittaa keskilohkojen jarjestamiseen taval-
ja tytovereiden. lisella jarjestamisalgoritmilla. N&in ollen,

Paljastui, etta julkaisun [14] uusista tujos vasemman lohkon tilat saadaan erotet-
loksista ei ole apua, mutta Markovin kettua keskilohkon tiloista ennen jarjestamis-
jun tilojen yhdistamistehtava oli muutertd, niin tavallinen jarjestamisalgoritmi riit-
kiinnostava. Tasta syntyi julkaisu [15]taa eika monimutkaisia splay-puita tarvi-
Siin& osoitimme ja korjasimme luvussa 1.
mainitun virheen, korvasimme splay-puut Vasemman lohkon tilat saadaan ero-
yksinkertaisemmalla mekanismilla, ja antettua Paigen ja Tarjanin algoritmin las-
noimme perusteelliset algoritmikuvaukseiurikeinolla. |kava kylla se on niin

ja todistukset. monimutkainen, ettd ajatus tyytymisesta
Splay-puiden korvaamisessa tarvitaa®(mlog?n) suoritusaikaan tuntuu houkut-
seuraavaa tulosta. televammalta.

Apulause 5Jos Markovin ketjun tilojen _ DiSKT€etin ajan Markovin ketjujen ta-

osituksen pilkkomisen aikana kasitewjeﬂt?ad“kse.,si.‘?‘. Sy '“.t.ty""'j‘lt luvut .‘t??’a.t
keskilohkojen koot ovaki, kp, ..., kg, odennakoisyyksia ja niin oflen positivi-
niin € . k. ) sia. Siité seuraa, etta joko vasen lohko on
iin Y7, kjlogkj < mlogn. L A o
tyhja tai se koostuu niista tiloista, joiden
Todistus.Tarkoittakoonk (i) niiden koos- pilkkojaan vievien siirtymien todennakai-
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syyksien summa on suurin. Summan suu- Enemmistéarvon Idytamisalgoritmi on
rin arvo on helppo selvittda selaamalla vaaten saanut mielekk&én tehtavan. Sen an-
semman ja keskilohkon unionin tilat 1apisiosta yhdistdmisalgoritmin suoritusajaksi
jonka jalkeen sen tuottavat tilat voidaasaadaa®(mlogn) ilman monimutkaisten
ottaa erilleen selaamalla tilat uudelleen |&play-puiden kayttéa. Kohta tullaan nake-
pi. Jos vasen lohko on tyhja, tama keimaan, etta algoritmien kaytanndn nopeuk-
no erottaa keskilohkon jonkin osan, mutsia on vaikea verrata kovin tarkasti. Sil-
ta se ei haittaa. Jarjestdmisen tarkoitus dnon helppo uskoa, etta julkaisun [15] al-
ryhmitelld keskilohkon tilat summien mu-goritmi on yksinkertaisuutensa ja pienem-
kaan, eika tata hairitse, jos yksi ryhma otanédn muistin kulutuksensa ansiosta kay-
taan etukateen erilleen. tdnndssa yleensa tehokkaampi kuin jul-
Valitettavasti tima keino ei toimi jatku-kaisun [5] algoritmi.
van ajan Markovin ketjuille, silla niiden
siirtymissa esiintyy myds negatiivisia lu-

kuia. Tarvit toi keino. Askei ¢ Vaikeampi on selvittad, tuoko yh-
uja. 1arvitaan toinen keino. Askeinen toyg , ryhmén erottaminen enemmistdalkion
teamus yleistéen, ei haittaa, jos keino er

.(.?I%ytamisalgoritmilla kaytannossa hyotya

taakin vaardn ryhman, kunhan jaljelle j.aa\'(errattuna siihen, ettd koko vasemman ja

vissa ryhmissd on yhteensa tarpeeksi VReskilohkon unioni jarjestetdan yhdessa.

han tiloja, ja keino on nopea ja ykS|nker-Se pudottaa ajan kulutuksen kertaluokas-

tainen. On helppo osoittaa, ettéd aika ri'tt'a O(mlog?n) kertaluokkaanO(mlogn)

taa, vaikka luvuk; kaksinkertaistettaisiin. | .o 01aan0-merkinnan tasolla paras.al-

Joko lukija arvasi? goritmi ei aina ole kaytannéssa paras, sil-
l& O-merkinté ilmaisee suoritusajalle yla-

9 Tanvitaanko enemmisto- rajan, ja algoritmi voi olla suurimmas-
arvon loytamisalgoritmia sa osassa tapauksia paljon sitd nopeampi.
varmasti? Esimerkiksi Quicksort katsotaan yleensa

Enemmistdarvon [8ytamisalgoritmi Onkaytannossa nopeammaksi kuin Heapsort,

ihanteellinen keino valita yksi ryhméa ero-yalkka ch_ksortln ajan kulutus oD(k*)
tettavaksi vasemman ja keskilohkon unid? HeapsortirO(klogk).

nista ennen jarjestamista. Jos vasen loh-

ko on suurempi kuin keskilohko, niin se Enemmistéalkion I6ytdmisalgoritmi
loytdad vasemman lohkon tiloihin liitty- on itsessdan niin halpa, etta se ei missaan
van summan. Painvastaisessa tapaukselissa kasvata jarjestamiseen kaytettavaa
sa vasen ja keskilohko ovat yhteensa nimikaa merkittéavasti. Olisi houkuttelevaa
pienet, etta aika riittdd niiden unionin jarpaatelld tasta, ettd sen kaytoélla ei koskaan
jestéamiseenO(klogk) aikaa kuluttaval- voi havitéa merkittavasti mutta voi voittaa
la algoritmilla, joten ei ole vali&, mik& merkittavasti, joten sita varmasti kannat-
ryhma erotetaan. Enemmistdarvon I0ytdaa kayttaa. Valitettavasti asia ei ole néin
misalgoritmi on melkein yhtd nopea jayksinkertainen. Yhden osan erottaminen
yksinkertainen kuin suurimman summamuuttaa jarjestystd, jossa uudet lohkot
etsiminen, mutta toimii silloinkin kun siir- saavat numeronsa. Siten se muuttaa jar-
tymiin liittyvat luvut voivat olla negatiivi- jestysta, jossa lohkoja kaytetaan pilkko-
sia. Naista syista julkaisussa [15] kaytemiseen. Kuten seuraavaksi perustellaan,
tddn enemmistdarvon léytadmisalgoritmiailla voi olla vaikutusta kokonaistyémaa-
yhden ryhman erottamiseen. raan.
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1 03 . sa mahdollista, ettd uusi tieto muuttaa
@ O 0y D7 @D tilannetta. Splay-puut joutuivat syrjaan,
koska julkaisussa [15] onnistuttiin osoitta-
maan, etta tavoiteltu aika riittaéa keskiloh-
Oheisen kuvan jomman kumman retkon jarjestamiseen tavallisella algoritmil-
nalohkon kayttd pilkkomiseen halkaisega, Kenties tavoiteltu aika riittda my6s va-
keskella olevan lohkon, eika muita halkeasemman ja keskilohkon unionin jarjesta-
misia tapahdu. Kuvasta 7 nakyy, etta lohmiseen tavallisella algoritmilla. Derisavin
koa numero 1 ei kayteta pilkkomiseen. Jga muiden huomautus ei ollut, etté se ei rii-
keskimmainen lohko saa alun perin numes, vaan ettd puuttuu todistus, etta se riit-
ron 2, niin sité kaytetaan pilkkomiseen engza. Jos sellainen todistus 16ytyy, niin mi-
nen kuin se itse halkeaa. Sen molemmggan ryhmaa ei tarvitse erottaa ennen jar-
tilat kaydaan lapi kertaalleen ja mydhemiestamista ja enemmistdarvon léytamisal-
min viela jompi kumpi tila kertaalleen. goritmi muuttuu taas tarpeettomaksi. Seu-
Jos se saa numeron 3, niin sita kaytetd@gava apulause kertoo, voiko nain kayda.
pilkkomiseen vasta kun se on itse haljen-
nut, joten sen kumpikin tila kaydaan lapApulause 6 Keski- ja vasemman loh-
vain kerran. Erolla ei ole muuta vaikutuskon unionien jarjestamise®(klogk) ai-
ta algoritmin toimintaan. Jalkimmaisess&aa vievalla algoritmilla vievat hitaim-
tapauksessa tehdaan kaiken kaikkiaan vérassa tapauksessa yhteet@@nlog?n)
hemman tyota. aikaa.

Esimerkki havainnollistaa, etta tark- . )
ka suoritusaika voi riippua seikoista, jot.l distusKuvassa 9 on esitetty perhe Mar-

ka eivat maaraydy algoritmista vaan siikoVin ketjuja, jossa on yksi ketju jokaisel-

ta, miten se on toteutettu ohjelmana, mid€ [uvun h arvolle. Alkujako on osoitettu
s4 jarjestyksessa syote annetaan ja nffgrmailla viivoilla.
edelleen. Sellaisia ei voi ottaa huomioon Jos keskimmaista alkuperaista lohkoa
algoritmeja vertailtaessa. Ohjelmien pakaytetaan ensimmaisena pilkkojana, se
remmuusjarjestysta ei laheskaan aina vbplkaisee itsensa oikeanpuoleisinta kat-
selvittda mittaamalla suoritusaikoja, sill&oviivaa pitkin. Katkoviivan vasemmalle
yhdella sybteaineistolla nopeampi ohjelPuolelle jaa 271 — 1 ja oikealle puolelle
ma saattaa olla hitaampi toisella sybtea®" * sen tilaa, joten jatkossa kaytettavak-
neistolla. Tekemissani mittauksissa ei ilsi pilkkojaksi valitaan vasen puoli. Kun si-
mennyt satunnaisvaihtelua suurempaa nét kaytetaan pilkkojana, se erottaa seuraa-
peuseroa kumpaankaan suuntaan. van palstan tilat muista. Tata jatkuu, kun-
On siis erittain vaikeaa selvittaa sitones lohko on pilkottu kuvan kaikkia kat-
vasti, onko yhden osan erottaminen ennd®Viivoja pitkin.
jarjestamista kaytanndssa parempi, yht& Jokaisessa pilkkomisessa kuvan va-
hyva vai huonompi ratkaisu kuin erottasemmassa reunassa olevatt®aa muo-
matta jattAminen. Ei kuitenkaan ole midostavat vasemman lohkon, vastaavan
taan erityistd syyté olettaa, ettéd se olisieski- ja oikean lohkon ollessa tyhjia. Jos
huonompi, ja erottamisen halpuus ja sevasemman ja keskilohkon unioni jarjes-
tuoma parannu®-merkinnén tasolla ovattetddn jokaisen pilkkomisen yhteydessa
syité olettaa, etté se on parempi. Sen kay®(klogk) aikaa vievalla algoritmilla, niin
t0 on siis jarkevaa. kuvan vasen reuna aiheuttagirjestamis-
Tass4 vaiheessa on ainakin periaattedd- joista kukin kasittelee alkiota. Ne
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Kuva 9: Esimerkki, jossa sama iso vasen lohko tulee kasiteltavaksi useastifiajsen siirty-
man todennakdisyys on 1.

vievat yhteensa aikaa lukuni2'log2") peen luokitella tiloja tilasta pilkkojana
verrannollisesti. Kuvasse = n = 2" kaytettavaan lohkoon vievien kaarten pai-
joten ajan kulutus on verrannollinen lunojen summien mukaan. Luokittelua ei
kuun(log, 5)3'log§ = O(mlog?n). O voi toteuttaa tavallisella jarjestamisalgo-
. . : S ritmilla koska, kuten kirjoituksessa todis-
Tavoiteltu suoritusaika ei siis riita Va'tettiin, tavoiteltu suoritusaika ei riita sii-

semman ja keskilohkon unionien 1anN€Spen, Onneksi jarjestettavét tilat ovat perai-

tamiseen tavallisella algoritmilla. Kyse €L kahdesta lihteests, joista toinen tuot-

?.!? S\'/'ta’nettﬁtf)uuglf_'u to?sdtuﬁ’ Ettansei“r'i'aa niin vahan tiloja, etta aika riittaa nii-
ga, aan siita, etla se todeflakaan €l fyg, jarjestadmiseen, ja toisen tuottamat ti-
ta. Vasemman lohkon ottaminen erillee

lloin K : s VAl fht kuuluvat keskenaan samaan luokkaan,
23(:?” téunEr?tgm(;:'stsoyaurnoﬁnlthII:im\{gal a&oten niita ei tarvitse jarjestad. Ongelmak-
natonta. =nhemmi v ytamisalg si jaa erotella eri lahteista tulevat tilat toi-
ritmin kaytto ei ole turhaa. sistaan

10 Yhteenveto Tilat voi erotella Paigen ja Tarjanin

Tassa kirjoituksessa tarkasteltiin Ositukgsittéimallé laskurikeinolla. Valitettavasti
sen pilkkomiseen perustuvia algoritmejg€ ©n Monimutkainen. Helpommalla paas-
kolmen tehtavan ratkaisemiseen. Tehtavian erottelemalla yksi ryhma tiloja enem-
olivat klassinen #arellisen automaatin ministéarvon Idytamisalgoritmin avulla. Se

nimointi: sen muunnos, jossa siirtymilla eP" €rittéin yksinkertainen ja tehokas algo-
ole nimia, mutta samasta tilasta voi sillltMi: joka I0ytaa eniten esiintyvan arvon,

ti lahtea monta siirtymaa; seka Markoios se esiintyy useammin kuin muut arvot

vin ketjun samanveroisten tilojen yhdistaYNteensa. Muussa tapauksessa se palaut-

minen. Markovin ketjut ovat hybdyllisiataa mielivaltaisen aineistoon kuuluvan ar-

todennakoisyyslaskentaan liittyvien tehYO":

tévien numeerisessa ratkaisemisessa. Ta-Kyvyttbmyys tuottaa informatiivinen

voitteena oli ratkaista tehtav&(mlogn) vastaus silloin, kun mikaén arvo ei yksi-

ajassa, missa on tilojen jam siirtymien n&an muodosta enemmistdd, on heikkous,

maara. jonka vuoksi enemmistéarvon loytéamisal-
Markovin ketjun tapauksessa on targoritmilla on niukasti todellista hyoty-
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kayttéd. Markovin ketjujen sovelluksessa4.

siitd ei kuitenkaan ole haittaa. Jos jalkim-
maisen lahteen tuottamia tiloja on niin va-
han, ettd ne eivat muodosta enemmist6a,
niin aika riittda kaikkien tilojen jarjesta-
miseen, joten ei ole valia, mika ryhma ti-
loja erotetaan.

Enemmistdarvon léytamisalgoritmi on
siis yksinkertainen ja tehokas keino no-
peuttaa Markovin ketjujen tehtéavassa

esiintyvaa jarjestamista sen verran, etta ta--

voiteltuun suoritusaikaa®@(mlogn) paas-
taan.

Tarkasteltavia algoritmeja kasiteltiin 5
melko laajasti. Muun muassa esiteltiin tie-
torakenne, jolla pilkottavan osituksen voi
esittdd tehokkaasti. Matkan varrella ku-

vailtin muutamia viime vuosina keksit- g.

tyja parannuksia pilkkomiseen perustu-
viin algoritmeihin. Kerrottiin, miten de-

terministisen aarellisen automaatin mini-9.

moinnin ajan kulutus voidaan pudottaa
kertaluokastaO(anlogn) kertaluokkaan
O(mlogn), missda on aakkoston koko.

Kerrottiin, miten voidaan paasta eroon tiel0.

torakenteesta, jota aikaisemmin on tar-
vittu pitaméaén kirjaa pilkkomisesta, joka

viela tulee tehda. Kerrottiin, miten eraasll.

ta toisestakin tietorakenteesta paastaan
eroon. Kirjoituksessa esitetty nopea de-
terminististen &arellisten automaattien mi-
nimointialgoritmi lienee yksinkertaisempi
kuin mik&an aikaisemmin esitetty.
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