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Tiivistelma

Automaatit muodostavat tietojenkasittelytieteen perusteiden kulmakiverat,Sa
siis merkkijonot, puolestaan ovat automaattien, ja laajemminkin kaiken iafprm
tion kasittelyn, keskeisin peruskasite. Naihin liittyva tutkimus — automaattien teo-
ria ja sanojen kombinatoriikka — ovat nykyisin laaja-alaisia l&aheisesti toisjansa
moniin muihin aloihin liittyvia tutkimuskohteita. TAman artikkelin tarkoituksena
on esitella naiden tutkimusalojen kehitysta ja nykytilaa, painottaen — luonnollisesti
— kirjoittajan henkilokohtaisia ndkemyksia.

1 Johdanto aarellisten automaattien teoria.
Kaytannon elaméssiutomaatillatarkoi- Erilaisia automaattimalleja on tutkit-
tetaan laitetta, joka saatuaan tietyn syb}L—j Is.%l:_gen |Qtens!|V|§((a)st| 5?{'“‘&” n Iopul—
teen antaa (yleensd) halutun tulosteeﬁ a |en,_t§||s ngm vuo it € aS'TS'
Myds nykyaikaiset tietokoneet voidaa a, S mita voidaan periaatieessa algo-

ajatella automaatteina tassa mielessa, j6|t__m|sest| laskea selvitettiin jo aikaisem-

loin siis koneen ohjelmisto tulee ajatell:£nln — Jo ennen ensimmaisten tietokonei-

osana syoétetta. Matemaattisesti autome;ﬁlgn rakentamista — itavaltalaisen K. Go-

s on taman auksen absaco, s AT & Tl oo,
lisesti maaritelty suure, joka pystyy suo- S o .
y J pystyy olivat, kuten usein, aikaansa edella. Osoit-

rittamaan tiettyja laskuja, siis liittaméaan

annettuun syétteeseen yksikasitteisen iﬁu;iu't’t et'Fa ka'k_lf" tr_nltkall(on allgl;ozlt;nlsteiu
losteen. Tavallisesti automaatista edellyt asketlavissa, siis tietokoneetia toteutetia-

t44N. ettd se on Aarellinen vissa, voidaan ratkaista hyvin yksinkertai-

Matemaattinen automaatti on siife”a matemaattisella mallilla, niin kutsu-

abstrakti laskemisen mallAutomaattien qlla Tur.lngln koneella Kone siis on yk-
teorian keskeinen kysymys on, mita onSinkertainen, mutta sen laskut voivat olla
gelmia eri tyyppisilla automaateilla voi-2arnmmaisen monimurtkaisia.
daan ratkaista tai laskea. Esimerkiksi, mi- Kuluneiden vuosikymmenien aika-
ta voidaan laskea, jos kdytdssa on ainoasa tietdmys erilaisten automaattityyppien
taan kiinted aarellinen muisti? Tata tutkilaskentakyvystd on tasmentynyt, mutta
*Artikkeli on alunperin kirjoitettu vuonna 2002 Tietojergitielytieteen seuran toteutumatta jaanytta 20-
vuotisjuhlakirjaa varten.

OHJE KIRJAPAINOLLE: B5-arkin vasen- ja ylareuna kohdisigt A4-arkin vasempaan ja
ylareunaan. Nain pitéisi marginaaliksi tulla taitteen fglla noin 33 mm ja muualla noin 22 mm.
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yha vield muutamat teorian syntyaikoinanat ja joitakin esimerkkeja lukijan moti-
esitetyt kysymykset ovat vastausta vaillazoimiseksi. Luvussa 3 luodaan katsaus au-
Itse asiassa, tietyistéa ongelmista tiedetdémmaattien teorian saavutuksiin. Luvussa
yha kovin véhan, tai oikeastaan ei juurd esitellddn automaattien teorian joitakin
mitdan. Tallainen on muun muassa tursovelluksia. Lopulta luvussa 5 tarkastel-
nettu P = NP -probleema. Se mainitaanlaan tyypillisia sanojen kombinatoriikan
yhtend seitsemasta tarkeimmastd 2000ngelmia ja saavutuksia seka niiden mer-
luvun matematiikan ongelmasta (millenkitysta esimerkiksi algoritmitutkimuksel-
nium probleemasta). Naiden kunkin ratle.

kaisusta on luvattu miljoonan dollarin pal-

kinto.
Automaatit, kuten myos tietokoneet2 ~Peruskasitteet ja
operoivat merkkijonoilla, eli matemaatti- esimerkkejé

sestisanoilla Itse asiassa silloinkin, kun

“'?It okonekE§keg Iuvwllla, na_l_mg e.s..lt.etaa?éssa luvussa esitamme tarvittavat maari-
Zl't'?' mer |10Ln0k|na,1§/ 1eensat_ t'nsar's"?%lmét ja kasitteet sekad esimerkkeja. Lisa-
Ittjonoina. - L-uku on heto Onee'tietoja automaateista l6ytyy kirjoista [38],

:(e jOTO 1:)000011 jf’T IUKL:( fl?k joléa on 36] ja [74], sekd sanojen kombinatorii-
ertaluvultaan maailmankaikkeuden atqe_ o\ |snteists 58], [59] ja [14].

mien lukumaaraa vastaava, on tietoko- e . .
. s o 3 Olkoon A aarellinen joukko, jota sa-
neelle vain 266 mittainen bittijono. T&- A S
nomme aakkostoksi esimerkiksi A =

ma selittda osaltaan miksi tietokoneilla{a b}. AakkostonA sanalla tarkoitam-
([

voidaan operoida kasittaméattdman suuril . : o -
la luvuilla me mielivaltaisen mittaisté:n alkioiden

o _ L ~_jonoa. Sana voi olla myds (vasemmalta
Sanoihin voidaan liittéd monenlaisigikealle) a4retén. Sanan symbolien luku-
matemaattisia ongelmia. Voidaan kysydnzara on sanan pituus. Jonoa, jonka pi-
miten muodostaa tehokkaasti aarettomtaus on no"a’ kutsutaatyhjaksi sanak-
sanoja, tai montaka:n mittaista keske- sj, Siita kaytetaan merkintaa 1, tai usein
naan erilaista osasanaa annettu aéreton f70s €. Kaikkien aakkostorA &érellis-
na siséltaa, tai onko sana lopulta jaksollien sanojen joukkoa merkitadh:lla ja
nen. Jaksollisuuskysymykset ovat keskekpyitaan, ettsdt = A* \ {1}. Vastaavasti
sig, ja sovellusten kannalta tarkeitd, san@xzkkostonA darettémien sanojen joukkoa

jen ongelmia: Milloin kaksi sanaa kom-merkitaan symbolillaA®. Sanojenketjut-
mutoi? Sisaltaako annettu sana osasanagghineneli tulo tekee joukost#* monoi-

neligitd, siis sanan toistoa, tai kuinka korgin, toisin sanoen joukon jossa on maa-
keaa astetta olevan toiston annettu sana fitelty assosiatiivinen binaarioperaatio ja
saltaa osasanana? Nama ovat esimerkkgjia sisaltaa neutraalialkion. Matemaatti-
sanojen kombinatoriikartutkimusongel- sestjA* on puoliryhmé. Edelleerd* ja
mista. AT ovat vapaita tai tarkemmin sanoen
Tama tyo esittelee joitakin automaataakkostonA vapaasti generoimiatoisin
teihin ja sanoihin liittyvia ongelmia se-sanoen jokainen niiden alkio voidaan esit-
ka saavutettuja tuloksia. Valitut ongelmatéé yksikasitteisesti aakkostévalkioiden
ovat historiallisesti keskeisia, mutta eitulona. Siten sanojen teoria on matemaat-
vt pyri olemaan millaan muotoa kattaviatisesti vapaiden puoliryhmien teoriaa.
Luvussa 2 esitetdan tarvittavat maaritel- Sanau on sananwv osasanavastaa-
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Kuva 1: Sanan esiintyminen nelidnséa osasanana.

vastialkuosg, jos on olemassa sanaja Ylla siis maarittelimme aarettbmat sa-
y niin, ettdw = xuy (vastaavastw = uy). nat morfismin kiintopisteend, toisin sa-
Kutsumme sanaav nelidksitai k:nneksi noen sanoina, jotka morfismi kuvaa itsek-
potenssiksijos se voidaan kirjoittaa muo-seen. Kyseiset sanihue—Morse sanar
dossav = U? taiw= uk, missau? onuu, ja ja Fibonaccin sanaor ovat térkeita esi-

uk on u toistettunak kertaa. Kasite yleis- merkkeja aarettomista sanoista. Edellisel-
tyy luonnollisella tavalla murtopotensseilda on ominaisuus, etta se ei sisalla osasa-
le, esimerkiksabaabaab= (abal)22/3. Yl- nana kuutiota tai sanaa, joka olisi muo-
l& mainittua lukuak sanassav kutsutaan toauupref;(u), missa pref(u) on sanaru
toiston u kertaluvuksi Sana onprimitii- ensimmainen symboli. Taman tarkeéan tu-
vinen jos se ei ole minkaan aidon osasdeksen todisti Thue yli 100 vuotta sitten
nansa kokonaislukupotenssi. Edelleen sadonna 1906. Fibonaccin sana puolestaan
naw on nelibvapaatai k-vapaa jos se ei on niin sanotusti(2 + ¢)"-vapaa, eli pi-
sisdlla osasanana nelitta kaioistoa, toi- taa sisalladn mita tahansa+ ¢):ta pie-

sin sanoen sita ei voida kirjoittaa muodosaempaa lukua korkeampia toistoja, mut-
saw = xtPy tai w = xuy. Nama kasitteet tei (2 + ¢):ta korkeampia toistoja. Tas-
voidaan maaritella myds aarettdomille sasd ¢ on kultaisen leikkauksen suhdeluku

noille. 2(1++/5). Fibonaccin sana on sikali mer-
Seuraavat esimerkit valaisevat sanokittdva, ettd se on lahes universaali vas-
hin liittyvia probleemoja. taesimerkki osoitettaessa sanoihin liitty-

via tuloksia optimaalisiksi. Fibonaccin sa-
nan nimella on luonteva selitys: se voi-
daan maaritella myds rekursion

,a—ab ,a—ab Fo=a Fi=ab Fu=RR.1,i>1
b— ba b—a

Esimerkki 1.Tarkastellaan puoliryhman
{a,b}* morfismeja

raja-arvona
Téaten esimerkiksia on T_(a):_|_1 alkuosa, aF = imF.
T(a) onT?(a):n alkuosa ja niin edelleen. i—oo
Nainollen jono(T"(a))n>0 suppenee koh-
den yksikasitteista aaretonta sanaa Esimerkki 20lkoonp primitiivinen sana.
Oletetaan edelleen, etfiesiintyy sanan

— | n .
agb_b“mb”b—‘wg Eaab) - p? osasanana, toisin sanoen on olemassa
abbabaabbaababba. . sanatu ja v niin, ettap? = upv. Tilannetta
Vastaavasti voidaan havainnollistaa kuvalla 1. Tallgin

helposti nahdaan, etta
ag = lim F"(a) = abaababaabaah. . uv=p=wu,

Nn—oo
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é%x é %X@X %b

Gb,o) aba,o

Kuva 2: Esimerkki aarellisesta automaatista.

mik& sanojen perustuloksen nojalla tatia voidaan havainnollistaa graafilla, jos-
koittaa, ettéu ja v ovat saman sanan posa nuolet on leimattu aakkoston symbo-
tensseja. Nainollen, kosl@on primitiivi- leilla. Edelleen alkutila havainnollistetaan
nen, ainoa mahdollisuus on, etté= 1 tai sisdaantulevalla nuolella ja lopputilat ulos-
v = 1. Toisin sanoen primitiivinen sana emenevilla nuolilla. Saamme esimerkiksi
Voi esiintya nelidssaan osasanana muutkavassa 2 esitetyn automaatin.

kuin triviaalilla tavalla. Tama térkeé lem-  Automaatti siis hyvaksyy ne sanat,
ma on esimerkki merkkijonoalgoritmienjotka saadaan graafin tilasfa,e) tilaan
yhteydessa kayttokelpoisista tuloksista. (aba o) johtavien polkujen leimoina. Vai-

Siirrymme seuraavaksi tarkasteletdmme, etta
maan automaatteja. Niiden avulla maa-
ritellaan tai hyvaksytaahielia, toisin sa-
noen sanajouko’* osajoukkoja.Aarel-
linen automaatti aakkostossa koos- Tama nahdaan, kun huomataan, etta hori-
tuu &arellisesta tilajoukos®, yksikésit- sontaalisesti automaatti testataan esiin-
teisesta alkutilastap € Q ja lopputilo- tymisen osasanana ja vertikaalisesti se
jen joukostaF C Q, seka automaatin t0i-|askee modulo 2. Tilat havainnollistavat
minnan maarittelevastiansitiofunktios- |,onnollisella tavalla automaatin darellis-
tad:QxA— Q. Transitiofunktiod laa- {5 mujstia. Esimerkiksi tildab, 0) kertoo,
jennetaan funktioks@ x A* — Qehdoilla g3 t5han asti luettu sana paatglyhen,

L(4) = {we {a,b}* | w:n pituus on
pariton ja se sisalté@ban osasananh

3pl) =p ja eika ole vield sisadltanyt osasanaba ja
3(q,wa) = 6(6(q,w),a), ettéﬂsanan pituus on pariton.
kunae Ajaw e A*. Aarellisen automaatin maaritelmaa

voidaan yleistéd monella tavalla ilman, et-

ta se vaikuttaa hyvéksyttyjen kielten per-

heeseen. Transitiofunktion voidaan sal-
L(A) = {we A" | d(qo,w) € F}. lia olla vain osittainen funktio, siis joil-

) ) N lakin arvoilla maarittelematta, transitioi-
Kielta kutsutaansaannolliseksijos sen gen |eimoina voi olla kirjainten asemas-
hyvaksyy jokin &arellinen automaatti. 3 mjelivaltaiset sanat, tai automaatti voi
Esimerkki 3. Kirjoittamalla ehdon olla myds epadeterministinenViimeksi
5(g,a) = p asemastaq&p automaat- mainitussa tapauksessa automaatti siis voi

Talloin maaritellaén automaatit hyvak-
symékieli kaavalla
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siirtyd tilasta p lukiessaana:n joko ti- sallia osa tulostusta laskun kussakin aske-
laan p; tai pp. Talloin sanan hyvéksy-leessa. Tama toteutuu, kun korvataan au-
minen maaritelladmksistentiaalisestion tomaatin transitio'pi>q transitioilla
olemassa polku alkutilasta lopputilaan.

Kiintoisa yleistys on niin kutsutti2- pﬂq, (1)
suuntainen aarellinen automaatffavan-
omaisessa aarellisessa automaatissa lagkigsau € A" on tassa transitiossa luettu
etenee niin, ettd sydtesana luetaan aslgtteen osa ja € B* on tassa vaiheessa

askeleelta vasemmalta oikealle. Tallaisednnettu tuloste. Nain paadytaaarellisen
laskun vaihetta voidaan kuvata kuviolla: transduktorinkasitteeseen. Yleisesti siis

— sallitaan yhdessa askeleessa luetun sanan
] INPUTWOR D\ u olla mielivaltainen; jos vaaditaan, ett&
on aakkostomA kirjain puhutaanyleiste-
p tysta jonokoneesta

Tassa siis automaatti lukee symbolia U ti- Y_Ieistet.ty jonokone ondeterministi-
lassap, ja siirtyy askeleen oikealle (ja uu-NeN 10s (1):ssé pariv.q) madraytyy yksi-
teen tilaan). Kaksisuuntaisessa automasgSitteisesti paristép,u) = (p,a). Deter-

tissa tilanne on aivan sama, paitsi etté Sygyn]stl.nen );Ielitgtty *jonok*orlle snlask??
tesanalla voidaan siirtya myds vasemma@Sittaisen) funktiom” — B*, kun taas aa-

le (tai pysya paikallaan). Siis transitiof€/inen transduktori laske&” > B:n ali-
ovat muotoa Joukon tai moniarvoisen funktio®\* —

B*.
(p,a) — (g,d), misséd € {—1,0,1}, Aarellisten transduktorien teoria on
monessa mielessé oleellisesti monimut-
kaisempi kuin &arellisten automaattien
teoria. Erikoisesti tama johtuu siita, et-
td naissa transitioiden leimat ovat tulo-
monoidissaA* x B*, joka ei ole, painvas-
P toin kuin A*, vapaa. Yhteista &arellisten
Kaksisuuntainen automaatti hyvaksywutomaattien ja aarellisten transduktorien
sanan, jos automaatti paatyy lopputilaateorioille on, ettd ne formuloivat sen, mi-
ja samalla siirtyy sanan oikean laidan ylia aarellisella muistilla voidaan toteuttaa
ylla olevissa havainnollistuksissa. JalleeBeuraavat esimerkit havainnollistavat, mi-
voidaan todistaa, ettéd hyvaksyttyjen kielté néin voidaan laskea.

ten perhe sailyy saannollisten kielten pesimerkki 4 Osoitetaan, miten binadrilu-
heena, nain siinakin tapauksessa, etta gyn kertominen luvulla viisi voidaan suo-
suuntainen automaatti on epadeterminigiiaa deterministisella yleistetylla jonoko-
tinen. Kuten naemme hetken kuluttua, Z5g¢|la. Oletetaan tissi etta (pinon n:n

suuntaisen automaatin maarittelyssa Q@snteinerbinadriesitys, siis esimerkiksi
oleellista, ettd automaatti laskun aika- bin(2) = 01. On siis laskettava

na muutaalkuperaista syotettaan.

Edella maaritellyille automaateille yh- bin(n) — bin(5n).
teista on, ettd niiden tulostus on hyvin yk-
sinkertainen eli “hyvaksyy”/“ei hyvaksy”, Laskun suorittaa kuvassa 3 esitetty deter-
siis 1/0. Edelleen, tuloste saadaan vamiinistinen yleistetty jonokone. Konstruk-
ta laskun lopussa. Luonnollinen ajatus ofio perustuu ajatukseen, ettd kone muis-

ja ylla olevan laskun havainnollistus on:
>

[INPUTWORD)|
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&
1,1 001

0
1,0
0,0 0,0\
(D 1,1 1,1

—» 0 —>———>» 01 ———» 11

1,0
0,0
0,1
0,1
1

Kuva 3: Deterministinen yleistetty jonokone, joka kertagulla viisi.

taa kussakin vaiheessa lasketun muistinsaadaan kahdella tavakan alkioiden tu-
meron tiloissaan. Siten esimerkiksi tilaslona: a.ba.ba = ababa . Miten voidaan
ta 11 luettaessa 1 lasketaan£101= maarata kaikki sellaiset sanat, joille on
0001, joten tulostetaan 0 ja laitetaan muisaksi eri X-tekijéihinjakoa, tai tarkem-
tiin 001. Nainollen syotteen loputtua ormin, kaikki joukon=* parit (n, @), jotka
muistissa viimeisen vaiheen muistinumevastaavat jonkin sanan eri tekijoihinjako-
ro, joten se on tulostettava jotenkin. Luonja? Ratkaisun tarjoaa kuvan 4 aarellinen
teva tapa on asettaa syétteen loppuun rewansduktori.

namerkki #, ja taman lukeminen tulostaa Tsss4 siis kone lukee muuttujia ja

muistin seka vie automaatin lopputilaén  myistaa tiloissaan kumpi tekijsihinjako

Siis kor;eﬁseen lisataan esimerkiksi tragy, pidemmalla ja kuinka paljon. Esimer-
sitio 11— f. Nain konstruoitu kone siis kiksi vertailtaessa; :sta jaxz:sta huoma-

suorittaa laskun bifm)# — bin(5n). taan, ettix;b = x,, joten muistiin tulee

Tassa esimerkissa on oleellista, etty: —) kertomaan, ett&;:lia alkava teki-
sy6te on kaannetty binaariesitys — muutdfihinjako onb:n verran jaljessa. Katko-
laskua on mahdotonta suorittaa determylivoilla merkitty osa on automaatin toi-
nistisella yleistetylla jonokoneella. Vas-S€N osan kanssa symmetrinen. Ylla on
taavasti kahden mielivaltaisen binaariluuomioitu vain nex-tekijininjaot, jotka

vun tulo on mahdotonta laskea aarellisel@kavat ja paattyvat eix:n sanoilla. Sel-
transduktorilla, siis kdyttaen vain aarellisY@sti konstruktio yleistyy mielivaltaiselle
t4 muistia. aarelliselle joukolleX C A*: aakkoston A

sanojen kaksois-X-tekijéihinjaot voidaan
Esimerkki 5.Tarkastellaan sanajoukkogaskea darelliselld transduktorilla
X = {a,ab,ba}. Merkitddnx; = a, xp =
abja xg = ba, seké= = {x1,%o,X3}. Tél- Edella olevat esimerkit osoittivat,
16in esimerkiksi sanallaababa on kak- kuinka &arellinen automaatti onnistuu las-
si eri X-tekijoihinjakoa toisin sanoen sekuissa, jos on muistettava vain aarellinen
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Kuva 4: Kaksi eri tekijoihinjakoa etsiva aarellinen tranktbri.

maéra bittejd. Nainollen esimerkiksi kiekorvataan tasséa laskuaskeleessa pinomuis-
len {a"b" | n > 1}, joka on taysin realis- tin sanallay. Pinoautomaatissayvaksy-
tinen osa tavanomaisia ohjelmointikieliaminenvoi tapahtua vaihtoehtoisilla ekvi-
hyvaksyminen ei onnistu aarellisella autovalenteilla tavoilla, esimerkiksi vaatimal-
maatilla — formaalinen todistus on yksin{a, ettd kun sydte on luettu automaatti
kertainen lokeroperiaatteen sovellus.  paatyy lopputilaan Téallaisella automaa-
Ylla olevan kielen hyvéksymiseksitilla kielen {a"b" | n > 1} hyvaksyminen
maarittelemme &arellisten automaattieon helppoa: kone lukea:t pinomuistiin,
yleistyksena niin kutsutupinoautomaa- ja poimii ne sieltéb:itéa lukiessaan.
tit. Nama ovat aarellisia automaatteja, joi- Pinoautomaatti on maarittelynsa pe-
hin on lisatty potentiaalisesti rajat@ino- rusteella epadeterministinen. Determinis-
muisti toisin sanoen muisti, jota voidaartinen variantti saadaan, kun vaaditaan, etta
tayttaa ja purkaa vain toisesta paasta. Riussakin vaiheessa laskua voidaan sovel-
noautomaatin havainnollistus on: taa vain yhta (2):n transitiota. Automaatin
sallitaan yha lukea tyhja sariaeterminis-
tiseltd pinoautomaatiltaiis vaaditaan:

—>
INPUTWORD

(i) transition (2)gjaymaaraytyvat yk-
sikasitteisesti kolmikostdp,a,Z);
ja

!
q
Qo (i) jos automaatissa on transitio
(p,1,Z) — (q,y) ei siina ole transi-
tiota millek&&n kolmikollg(p,a,Z),

missaa € A.

gxzwucd

Formaalisesti transitiot ovat muotoa
Selvasti syotew maardd yksikasittei-
(Paz) —(q,), ©) sen deterministisen pinoautomaatin las-
missa p ja q ovat automaatin vanha jakun, joka on siishyvaksyvasilloin, kun
uusi tila, a on luettu sydtesymboli (jo- lasku johtaa alkutilasta lopputilaan. Kie-
ka voi olla myds tyhja sana) j& on pi- len{a"b" | n> 1} ylla hyvaksyva pinoau-
nomuistin paallimmainen symboli, jokatomaatti on selvasti deterministinen.
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Pinoautomaatti voi siis vertailla kah-etta kone operoi vaitbiseen suuntaan &a-
ta lukua, esimerkiksi hyvéksyessaan kieettomalla nauhallavoidaan sallia syote-
len {a"b" | n > 1}. Kolmea lukua se ei nauhan ohella aarellinen maéra muita niin
sen sijaan pysty vertailemaan, mik& voikutsuttujatyénauhoja Kaikki nd&ma joh-
daan formalisoida osoittamalla, etta kieltavat samaan luokkaan hyvaksyttyja kie-
ta {a"b"c" | n > 1} ei voida hyvaksya pi- lig, eli niin kutsuttuunrekursiivisesti nu-
noautomaatilla. Taman kielen hyvaksymimeroituvienkielten joukkoon. Keskeista
nen luonnollisesti onnistuu pinoautomaaylla olevassa maarittelyssa on, etta ei vaa-
tilla, jossa on kaksi pinoa. Nainollen tal-dita, ettéa kone pyséhtyy kaikilla syotteill&.
lainen automaatti on tavanomaista pinoad-ama on oleellista, sillda muuten hyvaksyt-
tomaattia tehokkaampi kielten tunnistajayjen kielten joukko pienenee oleellisesti.
Itse asiassa téllaisella automaatilla voKaikilla sy6tteillda pyséhtyvaturingin ko-
daan hyvaksya mika tahansa algoritmiseseet nimittéin hyvaksyvét vain niin kut-
ti maaritelty kieli, toisin sanoen ne forma-sutut rekursiivisetkielet. Esimerkin tran-
lisoivat algoritmikasitteen. sitioista, jotka johtavat paattymattomaan

Tavanomaisempi, ekvivalentti formadaskuun, tarjoavat transitiot
lisointi saavutetaan niin kutsuttujen Tu-
ringin koneiden avulla.Turingin kone
saadaan hyvin luonnollisena 2-suuntaisen

aarellisen automaatin yleistyksena: Saml‘allbin koneen lukiessa:n tilassap se

taan, etta kone kussakin vaiheessa kQfj v filaanr, jossa lasku jatkuu loput-
vaa lukemansa symbolin uudella (tai MYOR ) masti oikealle

vanhalla) symbolilla. Siten Turingin ko-
neen transitiot ovat muotoa

(p@) = (ral)
(r,x) — (r,x, 1) kaikilla symboleillax.

Turingin koneesta saadaan transdukto-
rin tavoin (osittaisia) funktioitedA* — B*
laskeva laite spesifioimalla mitetulos-
(.p’zfjﬁ (q’f’g )1' ®) te saadaan laskun paatyttyd. Se voi olla
missad € {~1,0,1}. esimerkiksi nauhalla siiné vaiheessa oleva

o sana.
Tassa siisp ja q vastaavat koneen van- . . 1
Turingin kone siis koostuu aarellises-

haa ja uutta tilaaa ja b syotteessa tar- , .2 VS
kasteltavassa kohdassa olleita symboleg;%&a:rssg%I)@Eg%r;l(li)nrzglﬁ:ﬂ:r\;ﬁ';lf'

ennen ja jalkeen transition sovellusta ja. : A . . .

d lukupaan siirtyméz. Koska kone pys_smkertalsestl maarltelty ka§|te. water?_kl_r)

tyy vaihtamaan syotteessa olleita symbos-e Pystyy suoriutumaan hamma.styttavan

leja on syote ajateltava (kahteen suuntaa\ﬁﬁlatIV'Sta algoritmisista laskuista:

j yote aj (

aarettbmana sanana, jossa muut paitsi aa- f:A" =B, wi f(w),

rellinen maara symboleja ovat niin kutsut-

tuja blankkosymboleja. Nama siis voi- missé siis funktionf sallitaan olla vain

daan laskun aikana muuntaa miksi tahawsittainen, mutta vaaditaan, ettd se on

sa symboliksi, yksi kerrallaan. Konlgy- algoritmisesti laskettavissa. Itse asiassa

vaksyysyotteen, jos lasku paatyy lopputi1940-luvulla kiteytynytChurch—Turingin

laan (jolloin alkuperéaisen syotteen ei endi@esisanoo, etta kaikki mika on algorit-

tarvitse olla nakyvissa). misesti laskettavissa on Turingin koneilla
Turingin konetta voidaan modifioidalaskettavissa. Tama tietysti edellyttaa, et-

mitd moninaisimmilla tavoilla. Voidaanta algoritmin sydte ja tuloste on sopivasti

salliaepadeterministisyysoidaan vaatia, koodattu koneen aakkostoon A
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Turingin konetta voidaan siis pitdd- Church—Turingin teesi sanoo, ettd koko
tuitiivisen algoritmiké&sitteen abstraktinakonstruktiivinermatematiikka on koodat-
mallina: mik& voidaan algoritmisesti, siistu ndihin saéantoihin!
tietokoneohjelmalla, laskea, voidaan las- Algoritmikasitteen formalisoinnin ja
kea Turingin koneella. Paattelya VOidaa@:hurch—Turingin teesin hyvaksymisen sy-
vieda viela askel pidemmalle. Voidaan niyz)isia seurauksia oralgoritmisen rat-
mittain konstruoida kiintea Turingin Ko-yeamattomuudekasite. Nimittain vaite,
ne My, joka saatuaan syctteena mielivalaiis jotakin tehtavaa ei voida laskea Tu-
taisen Turingin koneef (sopivasti k0o- (ingin koneella, on matemaattisesti le-
dattuna) ja taman syotteem (niin ikdan itimoitu vaite, joka voidaan monessa
sopivasti koodattuna) suorittaa kone®h {555 ksessa todistaa oikeaksChurch—
mukaisen laskun sydtteelld ja tulostaa Tyringin teesin nojalla tama tarkoittaa, et-
taman tulosteen (jalleen sopivasti koodafy yyseista laskua ei voida algoritmisesti
tuna). Toisin sanoen, jo& :n koodaus ko- g rittaa — se on siis tietokoneiden saavut-

neendy aakkostoon o(H) ja M:nsa- amattomissa niiden tehosta riippumatta!
nanw vastaava koodaus arw), niin 9,

suorittaa laskun Turingin koneen hyvaksyvassa laskus-

sa laskuaskelten tai kaytettyjen nauhan

(M) x (W) — c(M (W), muistipaikkojen lukumaaraa ei mitenkaén
rajoiteta — ndiden tulee olla ainoastaan &é-
jos M sybtteellaw laskee rellisid. Rajoittamalla niitd sy6tteen koos-
ta riippuvilla funktioilla paadytaaralgo-
W= M (w). ritmien kompleksisuusteoriaados Turin-

gin kone M jokaisella pituuttan oleval-

la syotteelld antaa tuloksen korkeintaan
f(n) laskuaskeleessa sanotaan, ettd ko-
neenaikakompleksisuusn f(n). Vastaa-
vasti maaritellaartilakompleksisuudar-
kastelemalla koneen laskun aikana kayt-
tamien sydtenauhan muistipaikkojen lu-
kumaarad. Nama kasitteet voidaan maa-

Konetta M, kutsutaanuniversaaliksi Tu-
ringin koneeksi Sité voidaan pitadieto-
koneen abstraktina mallinsaatuaan oh-
jelman, siis algoritmin eli koneefM koo-
dauksen, ja tdman algoritmin syottteen
M, toteuttaa algoritmin laskun.

On oleellista huomata, ettdf, koos-
tuu vain kiintedstd maarasté kohdan (3)

isikkoia. HA sstvitavaksi taman tek ritella yhtd hyvin deterministisille kuin
VISt (.).Ja'... amma}s"y" avakst taman teke padeterministisillekin Turingin koneille,
se, etta ndiden méaara voi olla varsin pieni

. . .~ Jolloin siis epadeterminististen koneiden
eli tarkemmin sanoen on olemassa univ:

. . : o Gsalta hyvaksyminen on, darellisen epade-
saaleja Turingin koneita ([52]), joissa on terministisen automaatin mukaisesti, ek-

« 2-alkioinen aakkosto ja 19 tilaa sistentiaalista: on olemassa téassa resurs-
« 3-alkioinen aakkosto ja 10 tilaa, ~ SiSSa toimiva hyvaksyva lasku.

e 4-alkioinen aakkosto ja 7 tilaa, Erikoisen tarkeitd luokkia ovat luo-
¢ 5-alkioinen aakkosto ja 5 tilaa, kat, jossa kompleksisuusfunktio on jo-
e 6-alkioinen aakkosto ja 4 tilaa, ko logaritminen tai polynomiaalisesti ra-

¢ 9-alkioinen aakkosto ja 3 tilaa, sekgoitettu. Merkitddn esimerkiksi logarit-
e 19-alkioinen aakkosto ja 2 tilaa.  mitilassa deterministisesti toimivien Tu-
ringin koneiden hyvéksyméaa kieliper-

Tapauksess#5,5) siis universaali kone hettd LOGSPACE:lIA ja polynomiajas-
koostuu vain 25 transitiostgp,a,q,b,d). sa epadeterministisesti toimivien Turin-
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gin koneiden hyvaksymaa kieliperhetAutomaattien teorian synty. Auto-
td& NPTIME :ll&. Algoritmien komplek- maattien teoria syntyi 1950-luvulla. T&-
sisuusteorian peruskysymykset siséltyv@iin vaikutti ennen muuta kaksi seikkaa.

kaavaan: Ensinnakin, insindorit laatiessaan elekt-
ronisia kytkentapiireja tarvitsivat mate-
LOGSPACE C NLOGSPACE maattisen mallin ndiden analysointiin ja
C PTIME C NPTIME (4) rakentamiseen. Toiseksi tuolloin iimestyi
C PSPACEC NPSPACE muutama perustavaa laatua oleva teoreet-

tinen artikkeli. Naistd ensimmainen oli

Esitetyt siséltymiset ovat joko triviaalejas. Kleenen vuonna 1956 julkaisema tyd
tai teorian helppoja perustuloksia. Naidey9], joka

lisaksi tiedetaan, etta viimeinen sisaltymi-
nen on itse asiassa yhtésuuruus, ja ettd karakterisoi aarellisten automaat-
kaksi ensimmaista kieliperhetta sisaltyvat tien hyvaksymat kielet matemaat-
aidosti kahteen viimeiseen. Muilta osin si- tisten  sulkeumaominaisuuksien
sédltymisten aitous on selvittamattd, ja ne avulla, rationaalisina kielina.
edustavat algoritmisen kompleksisuusteo-
rian suuria avoimia kysymyksia. KysymydJsein téta tyota pidetaan automaattien
“Onko PTIME = NPTIME ?” on aiem- teorian alkuna.
min mainittuP = NP -probleema. Toinen automaattien teorian historiaa
Historiallisesti merkittavatlineaari- laajalti muokannut ty6 oli M. Rabinin ja
sesti rajoitetut automaatisaadaan Turin- D+ Scottin vuonna 1959 kirjoittama ty6
gin koneista vaatimalla, etté lasku toimifarellisista automaateista ja niiden ratkea-
sybtteeseew nihden lineaarisessa tilassUusprobleemoista ([70]). Tyon erityisanti
siis tilassaO(|w|). N&in maaraytyvat de- oli sen matemaattinen sell_<eys; se k||nn|_tt|
terministiset ja epadeterministiset lineag€rminologian, esitteli useita ongelmia ja
risesti rajoitetut automaatit. Naiden osal@SOIttl muun muassa etta
ta, painvastoin kuin aarellisten automaat-
tien, pinoautomaattien tai Turingin konei-
den kohdallagi tiedetéovatko determinis-
tinen ja epadeterministinen variantti yh-

ta tehokkaita kielten tunnistajia. Tama o5 moihin  aikoihin Shepherdson  osoitti
yhteydessa kaavan (4) avoimiin kohtiin. ([79]), etta myoskaan

Epédeterministiset ja determinis-
tiset automaatit ovat ekvivalentte-
ja kielten hyvéksymisen kannalta.

2-suuntaiset aarelliset automaa-

3 Katsaus automaattien tit eivat pysty hyvaksyméaan muita
. kuin saannollisia kielia.
teoriaan

N&in muutamassa vuodessa saanndllisten
Taman luvun tavoitteena on luoda lyhykielten perheelle oli I16ydetty nelja toisis-
katsaus automaattien teoriaan kuluneideaan poikkeavaa karakterisaatiota. Mate-
50 vuoden ajalta. Katsaus ei pyri olemaamaattisesti tima tarkoittaa, etta oli 16y-
mitenkaan kattava, pikemminkin on pyrit-detty jotain tarkeaa, esityksesta riippuma-
ty valitsemaan ja erittelemaéan teorian kdonta. Monet myohemmat karakterisaa-
hityksen kannalta keskeisia suuntaviivojtiot, kuten [9] ja [27] yh& vahvistivat tata
seka probleemoja ja niiden ratkaisuja. nakemysta.
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Mainittujen toiden ohella teorianyllattévien tulosten ohella, ettd monet alan
kaynnistajind, hieman eri nakdkulmaskeskeisista kysymyksista ovat hyvin vai-
ta, toimivat N. Chomskyn 50-luvun lo-keita ja matemaattisesti haastavia. Esitte-
pulla kirjoittamat tydtformaalisista kie- lemme tassé joitakin tallaisia tuloksia ja
liopeista Naiden lahtokohtana oli pyrki- ongelmia.
mys luonnollisten kielten rakenteen mal- Tutkimuksen alkuvaiheen keskeisia
lintamiseen. Tarkastelut huipentuivat 60kysymyksia oli teorian ja/tai sovellusten
luvun alussa hanen M.P. Schitzenbergkannalta tarkeiden kieliperheiden etsimi-
rin kanssa kirjoittamaansa merkittdvaanen ja niiden perusominaisuuksien tutki-
tyohon [15]. minen. Nain paadyttirChomskyn hierar-

kiaan joka alkaa saanndllisista kielista ja
o L } _ paatyy CF- ja CS-kieliperheiden kautta
Teorian intesiivivaihe.  Heti syntyman- ey rsiivisesti numeroituviin kieliin. Kul-
sa jalkeen automaattien teorian ttkimugyin naista luokista esitettiin seka auto-
laajeni ripeasti. Osaltaan tahan vaikuiyaariiteoreettiset etta kielioppeihin perus-
ti teorian vakuuttava alku, mutta paly,yat karakterisaatiot. Automaattikarakte-
jon enemman ajan tarvétetojenkasitte- isaatiot tarjoavat edella maaritellyt aarel-
lytiede oli syntymassararvittiin tasmal- |iset automaatit, pinoautomaatit, epadeter-

lisia matemaattisia laskettavuuden mallgyinistiset lineaarisesti rajoitetut automaa-
ja, tarvittiin teoriaa ohjelmointikielten ra-; seks Turingin koneet.

kenteen kuvaamiseen, tarvittiin teoria tie- Yksi merkittavista teorian alkuajan
tokoneohjelmien kaantamiseen konekigs,ayutuksia — ja yllatyksia — oli huoma-

lelle. Naihin kysymyksiin automaateillag, ety monet yksinkertaiset ja kaytan-
ja Chomskyn generoivilla kieliopeilla oli nspy - esimerkiksi ohjelmointikielten teo-
paljon annettavaa. Oli syntyngtitomaat- ian motivoimat kysymykset ovat algorit-
tien ja formaalisten kielten teorid/uon-  misesti ratkeamattomia. Téllaisia problee-
na 1972 kaynnistynyt kongressi Automar—noja olivat muun muassa:
ta, Languages and Programming, lyhyesti
ICALP, kehittyi nopeasti teoreettisen tie- (i) pinoautomaattien  ekvivalenssi-
tojenkasittelytieteen johtavaksi eurooppa- ~ Probleema, toisin sanoen sen selvit-
laiseksi kongressiksi. Se on pidetty kol- ~ tdminen hyvaksyyko kaksi annettua
mesti Suomessa, vuosina 1977 ja 2004  pinoautomaattia saman kielen;
Turussa seka vuonna 1988 Tampereella.
Myds Suomessa alan tutkimus kayn-
nistyi ripeasti. Akateemikko Arto Salo-
maa kaynnisti automaattien teorian semiai hieman intuitiivisemmalla tasolla:
naarin Turun yliopistossa vuonna 1963.
Tasta lahtien seminaari on jatkunut — hie-
man vaihtelevin muodoin — jo yli 40 vuot-
ta. Naina vuosina Turusta on vaitellyt yliPaljastui, ettd Postin vuonna 1946 algorit-
20 henkiloa automaattien teoriasta tai l&nisesti ratkeamattomaksi todistama kom-
hialoilta. binatorinen sanoihin liittyvd kysymys,
Kéaynnistyttydadn automaattien teoriamiin kutsuttuPostin vastaavuusprobleema
tutkimus oli hyvin intensiivista ja nopeas{[69]), on erittdin sovelias tytkalu osoi-
ti uutta etsivaa. Teorian perustulokset tdettaessa formaalisten kielten probleemoja
distettiin ripeasti, mutta samalla paljastuiratkeamattomiksi.

(i) yleistettyjen jonokoneiden ekviva-
lenssiprobleema,;

(iii) Toimiiko annettu tietokoneohjelma
oikein?
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Tutkimuksen intensiivivaiheen yksiO(n?) deterministisella Turingin koneella
keskeinen tavoite oli identifioita teorianratkaistavissa olevat probleemajoukot ei-
kannalta merkittavia avoimia kysymyksidvat ole samat. Toisaalta — jalleen yllat-
Tallaisiksi osoittautuivat muun muassa: téen — paljastui, etta eri laskentamallien,

esimerkiksi epadeterministisen ja deter-
Probleema 1 Moninauhaisten determi- minjstisen, vertailu voi olla aarimmaisen
nististen &aarellisten automaattien ekvivapankalaa. Tasti on yllamainittu Problee-
lenssiprobleema. ma 3 konkreettinen esimerkki. Toisaalta
W. Savitchin vuonna 1970 todistama tulos

Probleema 2 Determinististen pinoauto- ([77]), jonka mukaan

maattien ekvivalenssiprobleema.

epadeterministisen Turingin ko-
Probleema 3 (LBA-probleema) neen tilassa &) € Q(logn) hy-
Voidaanko jokainen epadeterministisel- vaksyméa kieli voidaan hyvéksya
la lineaarisesti rajoitetulla automaatilla  deterministisella Turingin koneel-
hyvéksyttava kieli hyvaksyd myos vastaa- |g tiIassaO(S(n)Z),

valla deterministisella automaatilla? . . . e
on esimerkki saavutetuista positiivisista

Probleema 4 Oletetaan, ettd kielen L tuloksista. Tama tulos osoittaa myos kaa-
hyvaksyy n-tilainen 2-suuntainen epavan (4) viimeisen siséltymisen itse asiassa
deterministinen automaatti. Voiko tayhtasuuruudeksi.

man kielen hyvaksyva deterministinen 2- Algoritmien kompleksisuusteorian al-
suuntainen automaatti vaatia eksponentkuajan tutkimus huipentu? = NP -prob-
aalisesti enemman tiloja? leeman formulointiin:

Probleemoista kahdelle ensimmaiselle ol?lrobleema_l_S Ovat|_<o_ I_<a|kl§| po_Iyn_o mi-
ajassa epadeterministiselld Turingin ko-

Ioydetty myonteinen vastaus, kuten tu- - .
lemme nikemaan. kun taas kaksi jalkimqee”a ratkeavat probleemat ratkaistavis-
' my0s deterministisella Turingin koneel-

maista ovat yh&@ avoinna. Probleeman i | - >
kysymys tavanomaisille 1-suuntaisille au- Polynomiajassa:
tomaateille selvitettiin aivan teorian alProbleeman merkitys paljastui S. Cookin
kuaikoina. todistaessa vuonna 1971, etta

Myds tarked = NP -probleema syn-
tyi teorian tdssa vaiheessa. Turingin ko-
neen tultua hyvéksytyksi laskennan tas-
mallisesti maaritellyksi perusmalliksi olija R. Karpin osoittaessa vuonna 1972, et-
luonnollista, etta laskennallinen komplektéd niité on itse asiassa varsin paljon ([16]
sisuus, siis se kuinka paljon laskuaskeleja [47]). Tallainen ongelma on esimer-
ta tai muistipaikkoja jonkin tehtavan ratkiksi kysymys, voidaanko annettu taso-
kaiseminen vaatii, nousi keskeiseksi tutkikartta varittdad kolmella varilla polyno-
muskohteeksi. miaikaisella algoritmilla niin, etta naapu-

Syntyi algoritmien kompleksisuusteo+eilla on aina eri vari. SittemmirNP-
ria. Varsin nopeasti paljastui, ettéd retdydellisia probleemoja on I6ydetty useita
surssin vahainenkin lisdaminen tiettyysatoja ([32]). Menemétta yksityiskohtai-
laskennan malliin lisda aidosti ratkaistasemmin NP-taydellisyyteen, mainitsem-
vien probleemojen lukumaarda. Esimeme tassa, ettd mainittu miljoonan dolla-
kiksi ajassa (tai tilassa)p(n’logn) ja rin kysymys “OnkoP = NP?” palautuu

on olemassa niin kutsuttujalP-
taydellisid ongelmia,
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NP-tdydellisten probleemojen komplek- Hyvaksyyké annettu aarellinen
sisuuden selvittdmiseen: jos jokiNP- epadeterministinen  automaatti
taydellinen probleema voidaan ratkais- jokaisen hyvaksyménsa sanan
ta polynomiajassa (deterministisellda Tu- useammin kuin toinen annettu sa-
ringin koneella) ovat luokaPTIME ja manlainen automaatti?

NPTIME samat, muutoin ei. Formaalisten  potenssisarjojen  teoria

osoittautui myos keskeiseksi ratkaistaessa

Teorian vakiintumisen vaihe. Vajaas- probleema 1 ([35]):

sa 20 vuodessa, 1970-luvun alkuvuosiin Determinististen moninauhaisten
mennessa, automaattien ja formaalisten aarellisten automaattien ekviva-
kielten teoriasta oli tullut vakiintunut kyp-  lenssiprobleema on algoritmisesti

sé& matemaattinen teoria. Perustulokset oli ratkeava.

todistettu ja haastavat probleemat vuosiksi Tgqrian kehittyessa motivaatiota haet-

eteenpain oli formuloitu. Tutkimus jatkuigin myss yusilta aloilta. Tasta esimerkki-

edelleen intensiivisend, mutta nyt monilyy oyat niin kutsututindenmayerin sys-
le osg-aluellle S|rpaI.0|tur!eena. Edef!'_'se"?eemit eli L-systeemi([72]). Ne esiteltiin
vuosikymmenelle leimallinen yhtenaisyys 5 jhamaisten organismien kasvun ja ke-
oli katoamassa. hityksen kuvaamiseen ([57]). Formaalis-
Syntyi monia uusia osa-alueita, kutefen kielten teorian kannalta ne toivat esiin
formaalisten potenssisarjojen teor(@si- ydelleenkirjoituksen samanaikaisuuden,
merkiksi [75]),L-systeemien teorig72]), paralleelisuuden kukin symboli korvat-
puuautomaattien teorig[33]), soluauto- tjin yudella sanalla laskun joka vaiheessa.
maattien teoriarinnakkaislaskennan teo-yksinkertaisin esimerkki L-systeemeista
ria ja niin edelleen. Monet tutkimus-on pijin sanottuDOL-systeemimissé va-
suunnista erkanivat varsin kauas klassjsaiden puoliryhmien morfismia : A* —
sesta automaattien teoriasta. Algoritmien: kaytetaan generoidun sanajonon
kompleksisuusteoria, ja laajemminkin al- 2
goritmien teoria, ovat hyvia esimerkkeja w, h(w), h*(w), ... (%)
tasta. tai generoidun kielen{h"(w) | n > 0}
Uudet teoriat toivat mukanaan uusianaarittelyyn. Uudelleenkirjoituksen sa-
kysymyksia ja uusia tyovalineitd vanhomanaikaisuus on tassa ilmeista, ensim-
jen ratkaisemiseksi. Formaalisten potensdisessa vaiheessa samakukin kirjain
sisarjojen teoria on tastad hyva esimerkorvataan samanaikaisesti sanaliéa),
ki. Siind tarkastellaan &érellisia automaatiéin saadaan sa@w).
teja, mutta nyt ollaan kiinnostuneita, ei Jonoa (5) kutsutaan (morfismim ja
ainoastaan siitd mita hyvaksytdan, vasananw maaraddmaksipDOL-jonoksi L-
kuinka monta kertaa annettu sana hyvakysteemien merkitys biologisten ilmigi-
sytédan. Tarkastellaan siis epadeterminiden mallintajana voidaan kyseenalaistaa,
tisia automaatteja. Teoria oli ensi sijassautta niiden merkitystd uusien haastei-
matemaattisesti perusteltu, mutta se avden ja merkittavien matemaattisten tulos-
si aivan uusia mahdollisuuksia. Paljastuien innoittajana on vaikea yliarvioida. Eri-
muun muassa, etta jopa eraat aarellisikoisesti niin kutsuttOL-jonojen ekviva-
automaatteihin liittyvat kysymykset ovatienssiprobleemasiis algoritminen kysy-
algoritmisesti ratkeamattomia, kuten esmys siita, onko kaksi (5):n mukaista jonoa
merkiksi ([29]): samat, osoittautui erikoisen haastavaksi.
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Vaikka probleema osoitettiin ratkeavaksvoimahahmon, G. Rozenbergin ja A. Sa-
([21] ja [28]), on yh& avoinna minka&én-lomaan, toimittama yli 2000-sivuinen 3-
laisen kohtuullisen rajan l6ytyminen sil-osainen merkkiteos kokosi yksiin kansiin
le, kuinka pitkéalle (5):n jonoja tulee ver-40 vuoden aikana kertyneen tiedon.

rata niiden identtisyyden selvittdmiseksi.

Raja voi vallan hyvin olla niinkin pieni

kuin 2 kertaa aakkostoA koko — keino- Uudet haasteet. Automaattien teorian

ja sen osoittamiseksi ei vain ole tiedosgaavutukset kuluneiden vuosikymmenien
sa. Muiden DOL-jonon motivoimien on-aikana ovat kiistattomat. Teoriaa ei kui-

gelmien osalta viittaamme tyshon [41]. tenkaan voida pitaa valmiina — monet pe-
Mainitsimme jo, etta teorian alkuajarfUSKysymykset, kuten probleema 4, ovat

keskeisista ongelmista probleema 1 rayha vastausta vailla. Toisaalta monet esite-

kaistiin 90-luvun alussa. Probleeman Eyista viela ratkaisemattomista kysymyk-

kompleksista ratkaisua juoduimme Odolgista ovat ilmeisesti erittain vaikeita, ja si-
tamaan aivan viime vuosituhannen Iopult—en nykyisessé meritoitumista korostavas-
le, jolloin G. Senizergues ([78]) osoitti: sa tiedemaailmassa usein vahan houkutte-

levia. Onko siis kiinnostus automaattien ja
Determinististen  pinoautomaat-  formaalisten kielten teoriaan hiipumassa?
tien ekvivalenssiprobleema on rat- Monet merkit osoittavat, ettd vastaus
keava. tdhan on selkeasti “ei”. Nakemysta tu-
) kee muun muassa se, etta alalta ilmestyy
Probleema 3, kuten monet muutkin alggaikuvasti uusia oppikirjoja johtavien tut-
ritmien kompleksisuusteorian ongelma ijoiden kirjoittamina, esimerkkeja naista
on yha selvittamatta. Kuitenkin tahan liit-o, ¢ [51] ja [81].
tyen N. Immerman ja R. Szelepcsenyi
([40] ja [83]) osoittivat vuonna 1988, et-
ta

Taustalla on myds konkreettisempia ja
vankempia tosiseikkojaUudet lasketta-
vuudenmallit — kvanttilaskenta ja DNA-
laskenta — tarjoavat runsaasti haastavia
uusia ongelmia myds klassisille auto-
maattiteoreetikoilleAutomaattien teorian
soveltuvuuamitd moninaisemmille tutki-
musaloille on niin ikd&n korostunut viime
vuosina. Edelleen tietojenkasittelyn teo-
riassa viime aikoina painottuneieterak-
On hammastyttavaa, ettda taman selked$visuusja probabilistisuusovat yha vail-
ti automaattien teorian helmiin kuuluvarlinaisesti ymmarrettyja — ja tutkittuja —
tuloksen l6ytyminen kesti yli neljannes-myos aarellisten automaattien yhteydes-
vuosisadan. Probleeman 4 osalta tilanrgé. Esimerkiksi, mita voidaan sanoa Las
on yha taysin avoin, vain kovin spesifisid/egas -tyyppisista aarellisista automaa-
osittaistuloksia on onnistuttu todistamaarigista ([39])?Alternoivat &arelliset auto-
katso esimerkiksi [63]. maatit ([12]) — jotka tarjoavat jélleen uu-
Vuosikymmenia jatkunut intensiivi- den karakterisaation saanndllisille kielille
nen automaattien ja formaalisten kielter muodostavat toisen tarkean luokan aa-
tutkimus huipentui vuonna 1997 ilmesvellisia automaatteja.
tyneeseen késikirjaan Handbook of For- Automaattien teorian sovelluksia tar-
mal Languages [73]. Tama kahden alakastellaan |Ahemmin — muttei suinkaan

Tilassa $n) € Q(logn) epade-

terministisella Turingin koneella
hyvaksyttyjen kielten perhe on
suljettu komplementinottoon néah-
den. Erikoisesti ndin on CS-
kieliperheen osalta.
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kattavasti — seuraavassa luvussa. Tarkagin informaation hyvéksikaytt6on. N&in-
teltujen esimerkkien ohella tarkeéksi sosllen DNA-laskennassa operoidaan konk-
vellusalueeksi on noussut automaattiereettisesti sanoilla kayttden aivan uusia
kayttd mallien testauksessa (model chemolekyylitason operaatioita laskuaskeli-
king) ja systeemin verifioinnissa (systenma. Teoria on lahtékohdiltaan hyvin puh-
verification). Tassa erikoisesti aarettomildasta formaalisten kielten teoriaa. N&ain-
l& sanoilla laskevat automaatit ovat nousllen klassisin formaalisten kielten me-
seet keskeiseksi tutkimuskohteeksi ([84]}pdein on voitu osoittaa DNA-laskennan
seka perustutkimuksen ettd sovellustamiversaalisuus, toisin sanoen se, miten
nakodkulmasta. varsin yksinkertaisilla — luonnon motivoi-

Kvanttilaskentga DNA-laskentd[37] milla — laskuoperaatioilla saavutetaan Tu-
ja [67]), tarjoavat kaksi uutta haastaringin koneiden laskukapasiteetti ([67]).
vaa laskennan mallia. Edellinen perustuu Automaattien ja sanojen tutkijoille
kvanttimekaniikkaan, ja siten aivan erilaiDNA-molekyylit tarjoavat myds toisen
siin fysikaalisiin ilmi6ihin kuin klassiset kiintoisan nakokulman. Talléin pyrki-
tietokoneet — tai niiden abstrakteina malmyksena ei ole kayttaa DNA:n kapasi-
leina esitetyt Turingin koneet. Kvantti-teettia laskemiseen vaan tavoitteena on
laskennan — matemaattisena tutkimuskohmallintaa ja ymmartaa “Miten luonto las-
teena — voidaan katsoa kaynnistyneen lee?”, katso [71], toisin sanoen miten so-
Shorin mullistavasta tydsté vuodelta 19941t kayttavat DNA:n kaksoiskierretta in-
([80]), jossa osoitettiin, etta formaation kasittelyyn.

Automaattien teorian nykytilaa ja tule-
vaisuuden nékymia on esitelty laajemmin
askettdin ilmestyneessa kirjassa A Half-
Century of Automata Theory ([76]).

Matematiikan vanhimpiin kuulu-
va kysymys luvun tekijéihinjaosta
voidaan ratkaista polynomiajas-
sa kvanttilaskennan operaatioilla
— siis kvanttitietokoneella, jos sel-

lainen onnistutaan rakentamaan. 4 Esimerkkej'a aarellisten

Kvanttilaskennan alkeisoperaatiot, Hil- automaattien
bertin avaruuden unitaarimuunnokset, )
ovat sangen erilaisia kuin tavanomaisen SOVelluksista

laskennan bittioperaatiot. Nainollen nii-_ o
hin perustuvien laskennan mallien tutki] 8ssé luvussa esitellaan joitakin aarellis-

minen on matemaattisesti luonnollista j4N automaattien sovelluksia. Esimerkeil-
hyvin haastavaa. l& pyritdan korostamaan sovellusten moni-

DNA-laskennan voidaan katsoa kaynpuolisuutta ja ajankohtaisuutta. Ne kaikki
nistyneen L. Adlemanin niinikaan vuonnd@rustuvat 90-luvun tutkimuksiin.
1994 julkaisemasta tydsta ([1]), jossa  Sovellus 1.Intuitiivisesti aarellinen au-
tomaatti formalisoi sen, mitd &arellisel-
& muistilla voidaan tehda. Nainollen on
varsin odotettua, ettd aarelliset automaatit
ovat oiva tyévaline monilla diskreetin ma-
tematiikan aloilla, esimerkiksi algebras-
sa. Automaattisten ryhmien teoria on tasta
Laskennan malli perustuu DNA-hyva esimerkki ([30]). T&han liittyen tar-
molekyylien kaksoisrakenteeseen sisaltkastelemme tassa lyhyesti yhta keskeista

ratkaistiin  kokeellisesti DNA-
molekyylien avulla yhdenNP-
taydellisen probleeman — niin kut-
sutun Hamiltonin polun problee-
man — pieni instanssi.
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algebran kysymysta: teorian ja sanojen kombinatoriikan pe-
rustuloksia. Yksityiskohtaisemmin ratkai-
suun voi tutustua artikkelissa [13]. On
mielenkiintoista huomata, ettd vastaa-
va probleema multiplikatiivisille matriisi-

] . o puoliryhmille on algoritmisesti ratkeama-
Voimme siis olettaa, etté:n jaN:n 5, ([11]).

generoivat aarelliset kieleX ja Y, toisin ]
sanoenM = X* ja N = Y*, ja on selvi- Sovellus 2.T0|sena_sovellulfsengutarkas-
tettava, toteuttavatkX ja Y (mahdolli- telemmetason Iaatonukseehlttyvaa on-
sen uudelleennimeamisen jalkeen) sam@g/maa. Tassa on annettuna joukko &arel
relaatiot. Merkitaan naita relaatioita symliSen montaa eri tyyppia olevia nelitlaat-
boleilla % (X) ja R (Y). Ne siis ovat, esi- {0ja, esimerkiksi tyypit
merkin 5 mukaisesti, joukoB* relaatioi-
ta, siis=* x =*:n osajoukkoja, missa on v
X:njaY:nyhteinen kopio (vertaa esimerks | ]
ki 5). Edelleen esimerkin 5 mukaisesti
R (X) ja R (Y) ovat rationaalisia relaatioi-
ta, siis aarellisen transduktorin hyvaksyia kysytaan, voidaanko nailla peittéaé ko-
mi&. Nainollen probleema palautuu &éreko taso niin, etta naapurit ovat aina kes-
listen transduktorien ekvivalenssiprobleeken&an yhteensopivia, toisin sanoen niil-
maan. Mutta sehan on, kuten naimme, ala on sama vari. Kyseisilla laatoilla tama
goritmisesti ratkeamaton! on selvasti mahdollista, kuten esimerkik-
Pelastukseksi nousee sanojen komhii kuva 5 havainnollistaa. Naista vasem-
natoriikka. K (X) on aaretdn yhtaloéryh- manpuoleinen laatoitus on seka vertikaali-
ma muuttujinaan=, ja X on sen rat- sesti etta horisontaalisesti jaksollinen, kun
kaisu. Sanojen fundamentaalisia ominaiaas toinen on vain vertikaalisesti jaksol-
suuksia on, katso Ehrenfeuchtin kompakinen. Tassa tapauksessa on myos helppo
tisuusominaisuus luvussa 5, ettéd mielivakonstruoida laatoitus, joka ei ole lainkaan
tainen yhtaloryhmé on ekvivalentti jon-jaksollinen toisin sanoen mikaan siirto ei
kin aarellisen osansa kanssa. Taekéi- sailyta laatoitusta muuttumattomana.
valenttisuustarkoittaa, etta alkuperéisel- Mielenkiintoinen ei-triviaali kysymys
l& ryhmalla ja sen osalla on tarkalleen san, onko olemassa laattajoukkoja, joil-
mat ratkaisut. Siten alkuperéinen ongelmg taso voidaan peittaa vajaksottomal-
ratkeaa, kun konstruoidaan seRdX):lle  |a tavalla. Kysymykseen antoi myonteisen
etta R(Y):lle ekvivalentit &arelliset yh- yastauksen R. Berger ([3]) vuonna 1966.
taloryhméat Ro(X) ja Ro(Y), ja tarkaste- Ratkaisu oli sangen monimutkainen, ja
taan, ett& jaY molemmat ovat kumman-yaati yli 2000 tyyppia olevia laattoja! Sit-
kin ratkaisuja. Tama tietysti edellyttaa, ettemmin tarvittavien laattatyyppien maaraa
ta esimerkikstXo(X) voidaan konstruoida on onnistuttu pienentamaan. Toistaiseksi
efektiivisesti R (X):sta. Nain on aarellis- paras ratkaisu on saavutettu aarellisten au-
ten automaattien niin kutsutun pumppausomaattien (ja lukuteorian) sovelluksena:
lemman johdosta. J. Kari osoitti, etta erityyppisten laattojen
Yll& hahmoteltu algebran varsin keslukuméaéaraa voidaan pudottaa neljaéntois-
keinen probleema on ratkaistu elegara ([46]) (itse asiassa naistékin laattatyy-
tisti kayttamalla hyvaksi automaattierpeista yksi on tarpeeton, [20]).

Selvitettava, onko kaksi vapaan
puoliryhméan A aarellisesti gene-
roitua alipuoliryhmda M ja N iso-
morfiset?
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Kuva 5: Kaksi tason laatoitusta.

Sovellus 3Aérellinen automaatti on séénsaadaan approksimaatio, kun suoritetaan
néllisen, yleensa aarettoman, kielen konsivujen puolittamista tarpeeksi monta ker-
pakti esitystapa. Tahan itsestdan selvyyaa, ja kootaan koko kuva néin saaduista
teen perustuu ajatus niiden kaytodtd pienistéd osakuvista. Monissa tapauksissa
vien generoimiseeja tiivistdmiseen T4- tama voidaan tehda tehokkaasti aarellisel-
ma voidaan tehdd useilla eri tavoillala automaatilla. Tarkastellaan tasta yksin-
Ty6 [17] esittelee erddn aarellisiin aukertaista esimerkkia.
tomaatteihin perustuvan metodin tekstigsimerkki 6 Tarkastellaan kuvaa
tiivistimiseen. Tassa esittelemme toisen,
formaalisiin potenssisarjoihin perustuvan
metodin.

Tarkastellaan nelidmuotoista kuvaa,
joka on jaettu yha uudelleen ja uudelleen --
pienempiin osaneli6ihin:

””” - Kun tahan sovelletaan ylla olevaa jako-
A metodia, saadaan 4 pienempaa neliota,
‘ : joista kaksi on identtiset. Osaneliéta ja
niiden osoitteita yhdistdaa kuvan 6 graa-
fi (leimatut nuolet). Tahén voidaan vie-
14 lisatd ne nuolet, jotka saadaan puolit-
tamalla yll& olevat sivut kokonaan mus-
Merkitdan ensimmaisen tason osaneliditalle ja kokonaan valkealle kuvalle. Mer-
alhaalta vasemmalta lahtien myotapaivaditaan nain saatuja nuolia katkoviivoilla.
symboleilla 0, 1, 2 ja 3. Jatkamalla saN&ain on maaraytynyt aarellinen automaat-
moin saadaan kunkin tason kullekin osdi, jonka alkutilaksi valitaan alkuperaista
nelidlle osoite: kuvan tummennettua nekuvaa vastaava tila. Konstruktiosta seu-
liota vastaa sana 203. Annetulle kuvalleaa, ettd osanelion, jonka osoite on sana
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Kuva 6: Esimerkin 6 osanelidita yhdistava graafi.

sisaltdma kuva saadaan tilana, johon amalla niiden tiivistettya esitysta, siis kuvat
tomaatti johtaa lukiessaan sananTaten koodavia automaatteja, katso [22].
koko kuvan approksimaatio saadaan luke- Esjtamme lopuksi viela pari esimerk-
malla kaikki tietynmittaiset sanat. kia, jotka valottavat aarellisten automaat-
Yll& esiteltyyn automaattiin voidaantien tehokkuutta kuvien generaoijina. Tar-
lisata tummuuden skaalaus liittamallkastelemme tassa yksiulotteisia kuvia, siis
transitioihin sopivat painot. Esimerkiksifunktioita [0,1] — [0,1]. Funktion arvo
ensimmaisessé jaossa puolet tummuudesinetussa pisteessékertoo kuvan tum-
ta menee tilaaM ja ;11 tilaanhl kummal- muuden téssa pisteessa. Yksiulotteisessa
lakin syotteella. Nain saadaafy:lle va- tapauksessa ylla kuvattu nelion osittami-
riantti, joka on kuvassa 7. Kyseessa onen vastaa tietysti janan jakamista vasem-
siis aarellinen automaatti, jossa transitiggaan ja oikeaan puolikkaaseen. Talloin
on varustettu painoilla, niin kutsutfpai- siis argumenttiv, toisin sanoen tarkastel-
notettu &érellinen automaattiTassé esi- tavan osajanan osoite, on bindarisana.

merk|kS| sanan 012 painoksi saadagn Esimerkki 7 Tarkastellaan kuvan 8 paino-
3 3 = 35, miké tarkoittaa, ettd kuvan vé-ettuja automaatteja. Naissa esimerkeissa
riaineesta yksi kolmaskymmeneskahdegsn kaytetty lopputilaa. Siis syotteesean
0sa on tassa ruudussa. liittyva arvo on kaikkienw:lla leimattujen

Painotettuja &éarellisia automaattejalkutilasta lopputilaan johtavien polkujen
kuvien kasittelyssd on tutkittu muunpainojen summa. Tassa siis polun paino
muassa toissa [23] ja [24]. Erikoisen kiin-on tdméan polun transitioiden painojen tu-
toisaa tdssa on se, ettd kuvia voidada.

useissa tapauksissa muokata muokkaa- Kiintoisaa ylla olevassa esimerkissa

0;1/4 ¢ 0;0
1 1/4 . 0;'/2 n 2.0 Dl;o
1/4 U 30

1;Ya
R

Kuva 7: Esimerkin 6 skaalattu versio.



36 Sanat ja automaatit

1;!/a y
RN - @ —m (O >
g 8 152 8 @ U Tra

s

0;/4 0;'/2 0;
1;Ya 1;1/2 1;

>

Kuva 8: Kaksi painotettua automaattia.

on, ettd vasemmanpuoleinen laskee funkymykset saavat motivaationsa matematii-
tion f(x) = x?, siis paraabelin, kun taaskan eri osa-alueilta, kuten esimerkiksi al-
oikeanpuoleinen laskee vdlillg, 1] jatku- gebrasta ja todennékdisyyslaskennasta.
van funktion, jolla ei ole derivaattaa mis- Y|4 sanotusta johtuen sanojen kombi-
saan pisteessa ([26])! Kuitenkin naideratoriikan synnyn jaljittaminen ei ole ai-
monessa mielessa varsin erilailla kayttayran helppoa: teoria on syntynyt useita ker-
tyvien, funktioiden arvojen (likimaarai- toja eri probleemojen motivoimana. Van-
nen) laskeminen automaatin avulla on lagimpia merkittavia sanoihin liittyvia tut-
kennallisesti oleellisesti yhta vaikeaa!  kimuksia ovat A. Thuen 1900-luvun alus-
sa julkaisemat tyét toistovapaista aaret-
. témista sanoista, vertaa esimerkki 1 ja
5 Katsaus sanojen [85]. Ne olivat hammastyttavan laajoja ja
kombinatoriikkaan poikkeuksellisen originelleja. Thuen mo-
tivaationa oli — ymmartaakseni — vain tie-
Téssa luvussa esitelladn sanojen kombeellinen uteliaisuus. Myéhemmin 1930-
natoriikan syntya ja kehitysté seka joitaluvulla Morse ja Hedlund, vertaa [65], nyt
kin alan keskeisia kysymyksia ja saavutesymbolisen dynamiikan motivoimina, to-
tuja huipputuloksia. Liséksi tarkastellaamlistivat monien uusien merkittévien tu-
sanojen kombinatoriikkaa tietojenkasittelosten ohella osan Thuen tuloksista uu-
lyn nakokulmasta. delleen. Kolmantena sanojen kombinato-
riikan alkuna voidaan pitdd P. Noviko-
Teorian synty. Luonteenomaista sano-vin ja S. Adianin 1960-luvulla kehittamaa
jen kombinatoriikalle on sen moninaisetatkaisua Burnsiden probleemalle ryhma-
yhteydet eri tieteenaloihin. Yhteys tietoieoriassa: yli 300-sivuinen ratkaisu sisalsi
jenkasittelyyn on luonnollinen ja vahvaimplisiittisesti huomattavan osan sanojen
mutta ei suinkaan dominoiva. Yhteys fykombinatoriikan perustuloksista ([66]). Ja
siikkaan ilmenee muun muassa kvasikridistaa voisi jatkaa.
tallien ja diskreettien dynaamisten systee- Systemaattisesti tutkituksi tieteen-
mien kautta, yhteys biologiaan puolestaaalaksi sanojen kombinatoriikan nosti M.
toteutuu DNA-jonon valityksella. Niin- P. Schutzenberger 1960-luvulla. Téhén
ikdan monet sanojen kombinatoriikan kylittyy laheisesti, mutta vain osana laajem-
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paa teoriaa,(vaihtelevanpituisten) koo-kuvana, siis
dien teoriansynty. Tutkimusta suuntaa-
via yleisia merkittavia toita olivat muun ¢~ *(at) = abcacbabcbacabca. .
muassa [55] ja [61]. Teoria laajeni ja ke-
hittyi varsin nopeasti — alan tarkeimméaMonet Thuen tuloksista on uudelleenkek-
perustulokset kattava kirja “Combinatositty moneen kertaan, johtuen siité, et-
rics on Words” ilmestyi 1982 ([58]). ta toistovapaat sanat ovat tarkeitéd vasta-
Ku|uneiden 25 Vuoden aikana Sanojeﬂsimerkkeja monissa sovelluksissa. Varsi-
kombinatoriikka on vakiinnuttanut paik-nainen renessanssi toistovapaiden sanojen
kansa Euroopan johtavissa tietojenkasititkimuksessa alkoi vuonna 1979 J. Bers-
telyn teorian kongresseissa. Alan omaglin julkaisemasta tyosta [4]. Saavutet-
kongressia — WORDS — on jarjestett)t'uja tuloksia esitellaén esimerkiksi kirjo-
vuodesta 1997 joka toinen vuosi. Vuonien [58] ja [59] asiaa kasittelevissa luvuis-
na 2003 kokous oli Turussa, ja viimeiSa. Erikoismaininnan ansaitsee V. Kerdsen
Sin, y|| 100 Osanottajaa kerannyt tapaﬁluonna 1990 keksima ratkaisu eraalle —
tuma jarjestetiin Marseilles’ssa. SanojeHsein Erddsin probleeman nimella tunne-
kombinatoriikan “kaynnistanyt” mono- tulle — keskeiselle kysymykselle ([48]):
grafia “Combinatorics on Words” on &s-
kettdin saanut seurakseen jatko-osat “Al-
gebraic Combinatorics on Words” ([59])
ja “Applied Combinatorics on Words”
([60]). Naista jalkimmainen keskittyy ni-
menomaan sanojen algoritmisiin ominai-
suuksiin. Muita alan kokooma-artikkeleja
ovat luku “Combinatorics of Words" Tassé sanat ovat kommutatiivisesti ekvi-
([14]) kirjassa Handbook of Formal Lan- o il Lo
guages ja katsaus [5]. Sanojen kombinatgglemte]a.’. jos ne sisaltavat kutakin kir-
riikan historia on kuvailtu askettéin tyds—la'nfa yhta monta kapp aletta, \(gstags on
s4 [6]. myontelnen, muttei lainkaan triviaali to-
distaa.

Onko olemassa 4-kirjaimisen aak-
koston aaretontd sanaa, joka ei
sisdlla valittomasti perakkaisi-
na osasanoina kommutatiivisesti
ekvivalentteja sanoja, toisin sa-
noen joka ormbelin toistovapaa

Tutkimuskohde 2ZKommutointi ja defek-
Tyypillisia ongelmia. Tarkastelemme tilauseet). Sanojen kombinatoriikan yk-
tassa lyhyesti kolmea tyypillista sanojei perustuloksista on karakterisaatio sille
kombinatoriikan tutkimuskohdetta. milloin kaksi sanaa kommutoi:

Tutkimuskohde 1(Toistovapaat sanat). Sanat x ja y kommutoivat, toisin
Kuten mainittiin alan vanhimpia tuloksia  sanoen Xy= yX, tarkalleen silloin,

ovat Thuen vuonna 1906 julkaisemat tu- kun ne ovat saman sanan potens-
lokset toistovapaista sanoista. Esimerkin seja.

1 tuloksen ohella Thue todisti myds, etta

on olemassa aaretdn sana 3-kirjaimisessalos lienee ollut tuttu — ainakin implisiit-
aakkostossa, joka ei pida osasananaan tisesti —jo Thuelle, vaikkakin sen vanhinta
li6ta, toisin sanoen on nelidvapaa. Tallaitodistusta on vaikea varmuudella 16ytaa:
nen saadaan muun muassa Thuen sanss-on todistettu muun muassa toisséa [82],
ta ar morfismin¢ : {a,b,c}* — {a,b}*, [55] ja [7]. Mainittu tulos on esimerkki
¢(a) =abh ¢(b) =abjad(c) = akanta- tarkedstd defektilauseesta:
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Jos n sanaax...,X, toteuttaa ei- Jos sanoilla ® ja y™ on pituutta
triviaalin yhtaléon voidaan ne il- IX| + y| — syt(|x|,|y|) oleva yhtei-
maista korkeintaan f 1 sanan tu- nen alkuosa, ovat X ja y saman sa-
loina, toisin sanoen on olemassa nan potensseja.

F niin, ettd {x1,...,xa} C F* ja

card(F) <n— 1. Tuloksen todistivat N. Fine ja H. Wilf

vuonna 1965 ([31]), ja sitd kutsutaan
Defektilausetta voidaan pitda sanoyleensaFinen ja Wilfin jaksollisuuslem-
jen erdanlaisena — joskin heikkona naksi Heidan formulointinsa koski jak-
dimensio-ominaisuutena. ltse asiassa dgollisia reaalifunktioita — eihan sanojen
fektilauseella on useita hieman toisistaafpmbinatoriikka vielé tuolloin esiintynyt
poikkeavia formulaatioita, vertaa [14].0mana alanaan. Tuloksen luonnollinen
Vaikka defektilauseiden todistukset eivaymparistd on kuitenkin sanojen maail-
ole hankalia, voidaan niihin liittyen for- massa.
muloida avoimia ongelmia — kuten usein Jaksollisuuslemmassa mainittu raja —
sanoihin liittyvien kysymysten yhteydeskuinka pitkélle alkuosien tulee yhtya — on
sa. Tallainen on muun muassa: optimaalinen. Tassakin esimerkin 1 Fibo-
naccin sanaf;’ ja F¥ toimivat vastaesi-
Probleema 6 Olkoon X= {x,y,z} C A" merkkina:
ja oletetaan, etté X toteuttaa kolmen yhta-
[6n riippumattoman yhtéléryhmén. Ovat-

ko talléin x, y ja z saman sanan potensse
ja? pituus = |Fy|+[Fs|—2

abaababaabaababaabdababaaba. ..
abaababa abaabhbaabzbaabaala. ..

.. Yllaolevat laskelmat voidaan yleistaa paa-

kompnzoe?:teigmgns\ilﬁr?gLinpar?talcsj(ia(;\s\n(t)?;/tae?elmékg: perékkaiset Fibonaccin sanat
' . ) ynta ovat optimaalisia yhteisen jakson véisté-
taan olevan vakiovapaita, siis koostuv

. i . . tai tark i& sanapareja. Tallaisiin sanoihin liittyvé
ainoastaan sanoista y ja z (tai tarkem- o viainen tutkimus on osoittautunut

min ottaen naista ajateltuina muuttujina)

Toiseksirii it arkoitt A erittain hedelmalliseksi ([25]). Silla on l&-
or:se__3| rllplp)umli 'orr;uutt'ar .o'k‘_"_“_"_" 1A peiset yhteydet niin kutsuttuihin Sturmin
rynma €l ole ekvivalentli minkaan 0Sas,,ginin, katso luku 2 kirjassa [59].

ryhménséa kanssa, toisin sanoen néilla el . o :
M Jaksollisuuteen liittyvia muita funda-

ole tarkalleen samoja ratkaisuja. KOImanr'nentaalisia tuloksia ovat niin kutsuttu

{;ekkik'gi_kuitkg!rﬂe ei voida kovata luvuly iyinen tekijsininjakolause, katso [58]

- yhtaloparixzy = yzXx ja xzzy= ja [69], seka askettain todistettu hAmmas-
yzzxon rnp_pumaton, mutta sanojen y tyttava karakterisaatio lopulta jaksollisil-
ja z ei tarvitse olla saman sanan poten§é sanoille ([64]). Tarkastelemme jalkim-
tr'nélistéi hieman lahemmin. Aloitamme esi-
"erkilla.

Esimerkki 8.0lkoon X = {ab,aba}, siis

Tutkimuskohde 8Jaksollisuus). Jaksolli-i4cen Kkaksi perakkaista Fibonaccin sa-

jal
suus on sanojen, ja yleensakin matema%%a_ TarkastellaaX®:n sanoja, jotka on
tisen tutkimuksen, peruskasitteita. San?{onstruoitu siten. etta
jen kommutointi, kuten nadimme, liittyi ta- ’
han laheisesti. Itse asiassa mainittu kom- (i) ab ei esiinny kahta kertaa perék-

mutointiin liittyva tulos voidaan yleistaa: kain; ja

ta probleema pyrkii formuloimaan kahde
sanan kommutoinnin yleistyksen.
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(ii) abaei esiinny kolmea kertaa peréak+ulkita tasmallisena rajana milloiennus-
kain. tettavuus muuttuu kaoottisuudekdimit-
o . . tain tulos sanoo, ettd jos sanassa on tar-
Selvasti tallaisia sanoja saadaan ylinumggaeisi (mutta ei yhtéan likaa) lokaalis-
roituva maara, eika niiden tarvitse olla Ta saannollisyytta, on se myos globaalisti

kuten on helppo nahda — lopulta jaksolligsnngliinen eli jaksollinen ja siten ennus-
sia, siis muotoauv®. Kuitenkin niilla on tettava.

tietty lokaalinen jaksollisuusominaisuus:

tllaisen sanan iokaisen vahintasn kuud Yll& oleva tulos ei rajoita mitenkaan
araisen sanan jokaisen vanintaan KUUGey | qjep, lopussa esiintyvien toistojen pi-
mittaisen alkuosan lopussa on (Jonklnmltt-

: AL - uuksia, vaan ainoastaan niiden kertalu-
tainen) nelid. Tama nahdaan oheisista k\J/'un toisin sanoen sen, montako kertaa sa-

K'C}Eltla’ :_2 'Ss: Tl?ri]lcl’ Jatbj\‘;’l ﬁlb a\c/)n Jartnkrimljl naa toistetaan. Jos myos toistojen pituudet
aikiia mahdoliisifia tavoriia vasemma erajoitetaan tullaan uusiin ongelmiin, jot-

noudattaen saantdi ja (ii): ka on tyhjentavasti selvitetty A. Lepistdn
tydssa [56].

aba—ab
aba—ab Yhteys tietojenkasittelyyn ja algorit-
/ miikkaan. Sanat ovat keskeinen osa tie-
aba tojenkasittelyn peruskasitteista. Jokainen

automaattien teorian kirja alkaa sano-

jen perusmaaritelmilld. Toisaalta sanojen
\ kombinatoriset ominaisuudet ovat usein

vain kovin pinnallisesti kaytdssa auto-
maattien ja laskettavuuden teoriassa. En-
simmainen automaattien teorian oppikir-
ja, jossa esiteltiin sanojen kombinatoriik-
Tassa esimerkiksi ]alklmmalsessa kUViOfk'aa lahemmin on M. Harrisonin kirja “Int-
saaban b:hen paattyva sana paattyy jok@oduction to Formal Language Theory”
nelioon (ab)? tai (abaaly?. [36]. Tilanne muuttuu kun siirrytaan algo-

Esimerkin 8 tarkasteluja ei voidaritmiikkaan, ja etenkin merkkijonoalgo-

ylelStaa kuutioille. Nlmlttaln, jOS alkuosatritmeihin_ Tasta Crochemoren ja Rytterin
paattyvat aina kuutioon on sana lopultRjrja “Text Algorithms” [19] on oivallinen
jaksollinen. Tamé on erikoistapaus ty0ssésimerkki.
[64] todistetusta perustavaalaatua olevasta Mallinsovitusongelmasiis kysymyk-

karakterisaatiosta: set, joissa on selvitettava pitaakd annettu
teksti (lue: sana) sisallaan annettua mallia
(lue: osasanaa), ovat selkeitéa algoritmisia
probleemoja, joissa tehokkaat algoritmit
nojaavat sanojen jaksollisuusominaisuuk-
siin, vertaa [50] ja [8] tai naiden tulos-
ten tarkastelu kirjassa [19]. Itse asiassa, ai-
na kun on todistettu jokin sanojen jaksol-
Jélleen esimerkin 1 sang- osoittaa, lisuuteen liittyva perustulos, kuten Finen
ettd ylla olevan tuloksen raja on optimaaa Wilfin jaksollisuuslemma, kriittinen te-
linen. Intuitiivisesti tdma tulos voidaankijéihinjakolause tai ylla mainittu aaret-

aba—ab—aba
aba

aba—ab

Aareton sana w on lopulta jaksol-
linen jos ja vain jos jokainen riit-
tavan pitkd w:n alkuosa paattyy
vahintaan kertalukud + ¢ = ¢2,
missd ¢ = (1+/5)/2, olevaan
toistoon.
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tdmien sanojen lopulta jaksollisuuden ka- Sanayhtalén ratkeavuus on algo-
rakterisoiva tulos, naiden seurauksena on ritmisesti selvitettavissa.
saatu myos joiltakin osin parannettu ta\i(

ainakin uusi merkkijonoalgoritmi, vertaa ll& sanayhtaldiden sallitaan sisaltavan
esimerkiksi [18] tai [64] ' vakioitaa € Z, jotta probleema ei olisi tri-

. . N . _.viaali; muuten olisi aina triviaaliratkaisu,
Tarkastelimme esimerkissd 2 primi-

o L " - 0ssa muuttujat saavat arvon 1.
tiivisia sanoja, ja esitimme niille ka-! )

. . : : Makaninin ratkaisua on usein pidet-
rakterisaation. Karakterisaatio palautt : : - e
“ Iy sanojen kombinatoriikan syvallisim-
kysymyksen “Onko annettu sana pri-

e , . ana tuloksena. Alkuperdisen algoritmin
mitiivinen?” hahmonsovitusprobleemaa . A : ..
g . .. kompleksisuus oli tahtitieteellinen. Asket-
Esiintyykd w osasanana sanassa/?” ja

) ) . . - tain W. Plandowski esitti probleemalle ko-
voidaan siten ratkaista lineaariajassa tu

netuilla hahmonsovitusalgoritmeilla. Suo@onaan uuden ratkaisun [68]:

raan sanojen ominaisuuksiin perustuva li- Sanayhtalén ratkeavuus on luo-
neaariaikaisen algoritmin konstruointi ei kassaPSPACE

ole lainkaan ilmeinen. . o s
Sanojen kombinatoriikka, Combina_Probleema siis pysyy yha kaytannossa rat-

torics on Words, on &skettéin luokiteltf€avien probleemojen ulkopuolella (teo-

referaattisarjassa Mathematical Reviev\@e“kkolen arvomaailmassa), mutta ei ole

omaksi kokonaisuudekseen, joka on S§_envaikeampi kuin esimerkiksi &arellisten
joitettu lukuun Computer Sc,ience alaot€Padeterminististen automaattien ekviva-
sakkeen Discrete Mathematics Related {ganssmrobleema, joka on niinikaan luo-

Computer Science alle. Tamakin korosta ssaPSPACE Haastava avoin kysymys

sanojen merkitysta tietojenkasittelyssa. on:

Probleema 7 Onko sanayhtélén ratkea-
Teorian huippukohtia ja haasteita. vuusongelma luokassdP, tai ekvivalen-

Vaikka sanojen kombinatoriikka on yhaisti NP-taydellinen?
varsin nuori tutkimuskohde, ovat eraat sen Probleeman ekvivalentti formulointi
tulokset merkittévia laajemminkin mate- VIV ' ulointi

maattisen tutkimuksen historiassa. Maizc|'ad siitd, etta sanayhtaldiden ratkea-

. L Y ngelma on vylei nnetustid-
nitsemme seuraavassa kaksi esimerkkia. uusongelma on yleistys tunnetu

vaikeasta ongelmasta.
Ehrenfeuchtin  kompaktisuusominaisuus.

: e s My0s toinen téssa esiteltava sanojen pe-
joukko muuttujia J?.Z "annettu_ aarellinen rustulos kasittelee sanayhtéloitéa, nyt kui-
e_takkqs;o.. _Sanayhtalo on paa,v), ta_val: tenkin yhtaloryhmid, missa yhtalét ovat
I|§es\§| k\|/rJ(t)|tet|t(uknatmEcijigssan: v n:('f‘fa myds vakiovapaita. Sanomme, etta kaksi
I%Jna ra?k:isﬁaon Orﬁé)r?i:smq) _Sa(‘:%az')* _‘:’1 yhtélbryhmééﬁja S ovatekviva_lentitjos
T niilld on tarkalleen samat ratkaisht:ssa.

2", joka kunmtt_aa vakios € 2, 10isin Sa- 5 " eprenfeucht esitti 1970-luvun alussa
noen¢(a) = a ja toteuttaad(u) = ¢(v). ?taksuman, ettd

Probleemana on selvittdd onko annetu
la sanayhtaldlla lainkaan ratkaisua. Yksi Mielivaltainen yhtaloryhma S
viime vuosikymmenien suuria diskreetin  2*:ssd on ekvivalentti jonkin &a-
matematiikan saavutuksia on G. S. Maka- rellisen aliyhtdléryhmansa S
ninin vuonna 1976 todistama tulos [62]: kanssa.

Sanayhtalén ratkeavuus.Probleeman
maaérittelemiseksi olkoon= &érellinen
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Yhtéldita siis on yleisesti aaretén maarajapaan multiplikatiivisen puoliryhméan?
mutta, luonnollisesti, niiden sallitaan si- ) ] ) ) )
saltdvan muuttujia vain Kiintedsta aarelloinen, ja moninverroin - keskeisempi,
lisesta joukost&. Ehrenfeuchtin otaksu-2avoin kysymys on:

ma siis formuloi sanoille syvallisen kom-
paktisuusominaisuuden. Ja osoittautui,
ta otaksuma on oikea:

Probleema 9 Voidaanko Ehrenfeuchtin
eIEZ)mpaktisuustuloksen aarellisen alisys-
teemin § kokoa jotenkin rajoittaa muut-

Ehrenfeuchtin otaksuma on tosi.  tujien lukumaaran funktiona?

Todistuksen esittivdt samanaikaisesti MI'asta yleisestéa probleemasta tiedetéén, et-
Albert ja J. Lawrence [2] sekd G. Guta S voi olla kertalukuaQ((card=))%)
ba [34]. Molemmat todistukset perustu{[45] tai [14]).
vat jo yli 100 vuotta vanhaan niin kut-
suttuun Hilbertin kantalauseeseen. Gusanoista aérellisiin - sanajoukkoihin.
ban todistuksessa keskeista sijaa naytiguten naimme, sanojen teoria tunnetaan
lee tunnettu tosiasia, ettd sanamondidi monilta osin varsin hyvin, vaikkakin eraat
voidaan upottaa multiplikatiiviseen kokoeskeiset kysymykset ovat yha selvitta-
naislukualkioisten Z 2 matriisien puoli- matta. Siirryttaessa sanoista aarellisiin
ryhméaanMa,.2(Z), toisin sanoen on ole- sanajoukkoihin, siis aarellisiin kieliin, ti-
massa injektiivinen morfismi lanne muuttuu oleellisesti: tietyista kysy-
. myksista ei tiedeta juuri mitd&n. Havain-
AT = Maxa(Z). (6) no%listamme tata pa:illa esimerkilla.

Yhteys (6) on monessa suhteessa tarkea. 1arkastellaan yhtaldita
Tassa se antaa mahdollisuuden kayttaa lu-
kujen ja matriisien tuloksia sanojen pe-
rusominaisuuksien selvittamiseen. (KatsRaista  edellinen, kommutointiyhtalp
my0s “Huomioita oikoluvun yhteydess&’maarittelee sen milloin alkiot ja y kom-
kirjoituksen lopussa.) Myds (6):n kaanmuytoivat ja toinenkonjugaattiyhtald sen
teinen kayttd on usein hedelmallista: sanilloin x ja y ovat konjugaatteja eli to-
noille tyypilliset ratkeamattomuustulokseteuttavat taman yhtalon jollakizn ar-
voidaan kdantaa eraiksi matriiseja kOSkQ,o”a_ Sanojen osalta mo|empien yhta|o|_
viksi ratkeamattomuustuloksiksi. Jo maiden tayde|||set ratkaisut tunnetaan, eivat-
nittu tulos, joka sanoo, ettd aarellisesti gaa ne ole kovin hankalia. Yhtaloita voi-
neroitujen multiplikatiivisten matriisipuo- daan tarkastella myos kieliyhtalsina. Tal-
liryhmien isomorfisuusprobleema on rattsin kommutointitapauksessa tiedetaan jo-
keamaton, on tallainen. takin, katso esimerkiksi [42] ja [44], mut-

Toisaalta (6) tarjoaa myOs runsaasa ei esimerkiksi karakterisaatiota milloin
ti avoimia kysymyksia. Konkreettinen jakaksi aarellista kieltd kommutoi — ja taméa
aarimmaisen yksinkertaisen tuntuinen ogoikin olla hyvin hankala kysymys. Kon-
(katso [13] ja my6s lukua “Huomioita oi- jugaattiyhtalésta ei tiedeta juuri mitaan.
koluvun yhteydessa”): Jopa algoritminen peruskysymys, ovatko
kaksi aarellistd kieltd konjugaatteja, on
ratkaisua vailla.
(2/3 0) . (3/5 1) Mainitut ja vastaavat aarellisia kie-

Xy=yx ja Xz=1zy.

Probleema 8 Generoivatko matriisit

0o 1 1 1 lia koskevat kysymykset nayttavat erittain
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vaikeilta. Tata tukee muun muassa ohe€onwayn ongelmanoka kysyi, onko tal-
nen askettdin todistettu ratkeamattomuukainen kieli aina sdanndllinen (jopa lahtien
tulos [43]: annetusta saanndllisesta kielestd). Niin-
ikéd&n han osoitti askettéin tyossaan [54],
ettd ylla mainitusta aarellisia sijoituksia
koskevasta vahvasta ratkeamattomuus-
tuloksesta voidaan jattaa “reunamerkki”
c pois ratkeamattomuuden muuttumat-
ta. Monessa mielessé yhta yllattdva on
J. Cassaignen [10] probleemalle 8 antama
Tassa siis kunkin kirjaimerx, ja myos ratkaisu: puoliryhma ei ole vapaa — Iyhin
sanan, kuvath(x) ja Q(x) ovat aarelli- ei-triviaali identiteetti koostuu 22 mittai-
sia kielia. Tuloksen helppona seurauksergsta tuloista. Kiintoisaa tassa on, etta tu-
saadaan aérellisten transduktorien ekvivigjen pituus on juuri niilla rajoilla, mika
lenssiprobleemalle hammaéstyttava teré!Oidlflian viela loytaa kaytannossa tietoko-
tys: neella.

On algoritmisesti ratkeamatonta,
ovatko annetut aarelliset sijoituk-
setp,P: {a,b,c}* — {0,1}* ekvi-
valentit kielella abc, toisin sa-
noen, onko voimassa(abic) =
W(ablc) kaikilla i:n arvoilla?

2-tilaisten yleistettyjen jonoko- y

neiden, joiden syoteaakkosto on Kiitokset

unaarinen, ekvivalenssiprobleema

on ratkeamaton. Tekija on kiitollinen lehden toimittajalle
Antti Valmarille erittain huolellisesta ar-

L. . tikkeliin paneutumisesta ja lukuisista ar-
Huomioita oikoluvun vokkaista tAismennyksisté.
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