Tietojenkasittelytied@6 Heinakuu 2007 sivut 54—-67 © kirjoittaja(t)
1NN Toimittaja: Antti Vaimari

“P = NP” -ongelma ja laskennan vaativuustedria

Pekka Orponen
Teknillinen korkeakoulu
Tietojenkasittelyteorian laboratorio

pekka.orponen@tkk.fi

Johdanto: miljoonan 1 Tyolaat ongelmat

dollarin ongelma o .
Tarkastellaan selventavana esimerkkina

niin sanottuakauppamatkustajan ongel-
AmerikkalainenClay Mathematics Insti- maa (englannlkg! Trgvelmg Salesman
dDrobIem,TSP). Tasséa ongelmassa on ku-

tute -tutkimuslaitos nimesi kevaalla 2000 . . )
. . : . vitteelliselle kauppamatkustajalle annet-
vuosituhannen vaihtumisen kunniaks| . . o
tiekartta, jolle merkittyjenn kaupun-

seitseman avointa matemaattista ongeH

maa, joista kunkin ratkaisijalle on luvassg" kautta hanen tuI|_5|_ loytaa kokongus—
miljoonan dollarin palkinto. Yhtena ins_p|tuudeltaan mahdollisimman lyhyt kier-
X .toreitti takaisin lahtékaupunkiinsa. Reitin

tituutin listan [6] tehtdvana on selwttaabitaa siis kulkea kunkin kartalle merki-

onko “P = NP". Listan taustamateriaalista . .

.. i s v N tyn kaupungin kautta tasmalleen yhden

[6ytyvan tasmallisen méaéritelmén mukaa . oo .
erran. Esimerkiksi kuvassa 1 on esitetty

tama lyhyt merkinta tarkoittaa kySyrnyStaminimipituinen kauppamatkustajan reitti

voidaanko jokainen “epadeterministisel- - . .
o X .~ ~'Suomen viidentoista suurimman kaupun-
I& Turingin koneella polynomisessa ajassa

; - . . ._gin kiertamiseen. (Koko p&akaupunkiseu-
tunnistettava kieli tunnistaa myds jollaki S - .
: : .y ua on tassa pidetty yhtend kaupunkina.)
polynomisessa ajassa toimivalla determjz . . g e
2 o " eitin kokonaispituus maanteité pitkin on
nistisella Turingin koneella”.

2205 km?

Miksi n&in oudon tuntuinen kysymys  Matemaattisesti ilmaistuna TSP-
on nostettu uuden vuosituhannen matengelmassa on tavoitteena loytaa ylei-
maattisten ongelmien miljoonapalkintonen menetelma tai algoritmi seuraavan
listalle? Mita merkitystd on “epadetermidaskentatehtavan ratkaisemiseen: syot-
nistisilla polynomisessa ajassa toimivilldeena annetum x n -kustannusmatriisin
Turingin koneilla” matematiikan perustut-D € N™" (“kaupunkien etaisyystaulu-
kimuksen tai kaytadnnon tietojenkasittelykon”) pohjalta on maéritettdva sellainen
tehtavien kannalta? indeksien 1...,n permutaatio (jarjestys)

*Artikkeli on alunperin kirjoitettu vuonna 2002 Tietojerditielytieteen seuran toteutumatta jaanytta 20-
vuotisjuhlakirjaa varten.
1Kuva vastaa vuoden 2002 tilannetta. Vuoden 2006 alussattapeen kuntaliitoksen my6ta Rovaniemi

nousi viidentoista asukasluvultaan suurimman kaupungikikiaon; vastaavasti Porvoo on pudonnut joukos-
ta pois.

OHJE KIRJAPAINOLLE: B5-arkin vasen- ja ylareuna kohdisigt A4-arkin vasempaan ja
ylareunaan. Nain pitéisi marginaaliksi tulla taitteen fglla noin 33 mm ja muualla noin 22 mm.
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Kuva 1: Kauppamatkustajan reitti Suomen 15 suurimmallgokagille (2002).

1(1),...,1(n), joka minimoi permutaa-  Millaisia ratkaisumenetelmia talle tar-
tion kokonaiskustannusta (“reitin koko-keélle ongelmalle sitten voitaisiin 16ytaa?
naispituutta”) kuvaavan summan Abstraktin matemaattiselta kannalta tehté-
va on tavallaan triviaali, koska annetussa
N1 ongelman tapauksessa mahdollisia reitteja
Zl D[m(i), (i +1)] + D[m(n), (1)] . on vain aarellinen maara — tadsmallisem-
i= min sanoem kaupungin kartalla} -(n—

_1 .

TSP-ongelma  esiintyy erilaisinal)’! = ﬁ',,(n,,_l)'(n_.z)""'z'l kappa
muunnelmina lukuisissa kaytannon sdSt@- (Lahtokaupunkia seuraavan kaupun-

velluksissa. Edelld kuvattua konkreettisdin kauppamatkustaja voi valita—1 ta-

ta kauppamatkustajan tehtavaa lahella 6@"‘3’ sita sgglrl?a.v;:]\n— 2 tavalla ja niin
esimerkiksi jakeluautojen reitin suunnijtEAeleen. Lisaksi huomataan, etta reitit,

telu, mutta ongelman variaatioihin tormalOtka kiertavat annetut kaupungit tasmal-

t44N muun muassa pyrittaessa optichF—’en vastakkaisissa jarjestyksissa ovat sa-

maan tietokoneen mikropiirien johdotusManpituiset ja voidaan siten taman tehta-

ta, annetun tyGtehtavien joukon suoritus/an kannalta samaistaa.) Nain ollen voi-

jarjestystéd, geneettisten nukleotidijonojeﬁ"i,Siin ‘."pe.riaatteess?” yk.sinlfertaisesti' ko-
sekvenointia ja niin edelleen [10, 15]. keilla jarjestyksessé kaikki mahdolliset
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reitit ja valita niista lyhin. Tama ei kuiten-telman vaativuus oreksponentiaalingn
kaan onnistu kaytannossa, silla jo esimeesimerkiksi tyyppiac”" jollakin vakiolla
kiksi 23 kaupungin kartalla mahdollisterc > 1, niin laskentatehoo-kertaistaminen
reittien madra ong - 22! ~ 6- 10°° kap- vain lisaa kasiteltavien syétteiden ko-
paletta. Jos suunniteltu lapikaynti toteutekoon ykkésen. Erityisesti kauppamatkus-
taisiin tietokoneella, joka tutkii yhden rei-tajan ongelman tapauksessa mahdollis-
tin millisekunnissa, kuluisi kaikkien mah-ten reittien lukumaara kasvaa kaupunkien
dollisuuksien lapikayntiin Iahes 18 miljar-maaran suhteen peréti supereksponentiaa-
dia vuotta, mika ylittdd koko maailman-lisesti, koska kertomafunktiolle on selvas-
kaikkeuden tdh&nastisen noin 13,7 miljati voimassa kasvuarvia! > (n/2)"/? ja

din vuoden ian! siten milla tahansa vakiolleonn! > c",

Luonnollinen parannusidea olisi nokunnz= 2c%,
peuttaa tehtavan suorittamista hankkimal- | 5skentatehon tuloksettoman kasvat-
la tehokkaampi tietokone — vaikkapaamisen sijaan parempi lahestymistapa
miljoonan prosessorin rinnakkaislaitteispisi korvata eksponentiaalisen vaativa
to, jonka kukin yksikko tutkii yhden kaup- ratkaisualgoritmi  paremmalla. Kauppa-
pamatkustajan reitin nanosekunnissa. Thhatkustajan ongelman osalta talla suun-
ma laskentatehon biljoonakertaistaminefajla onkin tehty runsaasti tutkimusta, ja
kyllakin lyhentaisi 23-kaupunkisten reit-jykyisia heuristisia ja likimaaraisia ratkai-
tien lapikaynnin vaatiman ajan vajaaseegmenetelmia on kehitetty: naihin kuulu-
viikkoon, mutta ei muuten auttaisi pitkél-yat erilaiset niin sanotut rajoiteheuristii-
Ieké.é.n, silla tallakaan laskentateholla Qd.at, simuloitu Jaahdytys’ geneettiset a|go_
universumin ika riittaisi kaikkien mahdo"ritmitja niin edelleen [1, 10]. Nama autta-
listen reittien lapikayntiin kuin enint&ényat muutamien kymmenien tai satojenkin
31 kaupungin kartoilla. kaupunkien tapauksiin asti — onpa nay-

TSP-ongelmaan siséltyva perusvatésluontoisesti onnistuttu ratkomaan joi-
keus tallaisten “raa’an voiman” ratkaisutakin useiden tuhansienkin kaupunkien
menetelmien kannalta on vaihtoehtoisteRSP-tapauksia [15] — mutta yleispatevaa
reittien maaraneksponentiaalinen kasvupolynomisesti rajoitettua ratkaisumenetel-
tai niin sanottu “kombinatorinen rajah-maa TSP-ongelmalle ei ole viela I6ydetty,
dys”, joka nopeasti syd kaiken laskentaaja siten jokainen tunnettu algoritmi lopul-
suoraviivaisesti sijoitetun tehonlisdyksenta térmaa vaihtoehtoisten reittien maaran

Sanotaan, ettd kasvava funkfioN — €ksponentiaalisen kasvun muodostamaan

N on polynomisesti rajoitettujos funk- lapaisemattomaan esteeseen.

tion f(n) kasvua rajoittaa jokin argumen-  Koska tehokasta ratkaisumenetelméaa
tin n polynomi, tai yhtapitavasti jos jol- Tsp-ongelmalle ei ole 16ydetty, olisi ti-
lakin vakiolla c ja kaikilla non f(2n) < |anteen selkeyttamiseksi toivottavaa todis-
c- f(n). Jos tarkasteltavan ongelmanratna, etts tallainen menetelma on mah-
kaisumenetelman aikavaativuus on polyjoton, s.0. ettd mika tahansa yleispate-
nomiseSti rajoitettu, niin |askentateh0n I|Va menete|ma TSP_Onge|man ratkaisemi_
saamisesta on oleellista hyotya, koska tggksj vaatii kaupunkien maaran suhteen
hon c-kertaistaminen tekee mahdolIisek%ksponentiaalisesti, tai ainakin y|ipo|yno_
késitella kaksi kertaa alkuperdisen kokoimisesti kasvavan suoritusajan. Merkillis-
sia syotteita. ta kylld, tamank&én seikan todistaminen
Jos taas kaytettdvan ratkaisumenei ole onnistunut 1970-luvun alkupuolelta
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jatkuneesta intensiivisesta tutkimustydstd Toinen syy Turingin kone -mallin
huolimatta. kayttoon ‘P = NP” -ongelman maaritte-
Kauppamatkustajan ongelma ei myddyssa on, ettd niin sanottujen “epadeter-
kaan ole ainoa kaytannossa merkittavainististen siirtymien” mahdollisuuden li-
laskentatehtava, jota tallainen epéatietosddminen malliin osuu tasmallisesti ku-
suus koskee. Itse asiassa TSP-ongelmaamaan juuri sitd suuren vaihtoehtois-
kuuluu suureen “vaikean tuntuisten” onten ratkaisujen etsintdavaruuden aiheutta-
gelmien perheeseen, niin sanottuiN®- maa laskennallista haastetta, johon TSP-
taydellisiin ongelmiin, joilla on se ham-ongelman kohdalla tdrméttiin. Tahan asi-
mastyttdva ominaisuus, ettd ne ovat jokaan palataan tarkemmin seuraavissa kap-
kaikkihelppoja (polynomisessa ajassa rapaleissa.
keavia) taikaikki vaikeita, mutta ei tiede-

K i vaihtoeht tosi. TAMEN il Turingin laskentamallin [&ht6kohtana
a, kumpt vaintoento on tosi. Taman tilang,, perustava idea, jonka mukaan mikéa
teen selvittdminen puoleen tai toiseen

o N Ydhansa saannénmukaista laskentaa suo-
kuuluisa ‘P = NP?” -ongelma. rittava jarjestelma voidaan jakaa aarelli-
seen “ohjausosaan” ja mahdollisesti ra-
joittamattoman kokoiseen “muistiin”, jos-
ta ohjausosa kuitenkin pystyy kasittele-

Mita sitten ovat Clay-instituutin tehtavan-1aan yhdessd laskenta-askelessa vain ra-
allisen alueen. (Turing pohtii artikkelis-

maarittelyssa mainitut “deterministiset” jd

“epadeterministiset Turingin koneet” jasaan [16] huolellisesti myds néaiden ole-

mitd tekemista niilla on esimerkiksi kaup{usient 1]|Io§0f|3tiat peﬂtjf’tazﬁ’ mt”“"?‘ tatrtna
pamatkustajan ongelman kanssa? arkas e_lf' joudu ?I?nt"?sts"a ny S!\tlultl a
Kyse on ensinnédkin siité, etta jos ha[naan.) uring pefkistaa taman osituksen
kuvan 2 mukaiseksi mekanistiseksi mal-

lutaan todistaa tdsmaéllisia tuloksia jon: - laskentak hi K
kin laskennan mahdottomuudesta, téyt>§£SI' askentakoneen ohjausosa on (nyky-

sopia jostakin matemaattisesti eksakti rminologian mukaangdrellinen auto-

ta laskennan mallistgonka suhteen tamémaam ja sen muisti on erillisiin merkki-

mahdottomuus todistetaan. Turingin kopaikkoihin j_aettu, rgjoittamattoma_n pitui-
neet ovat brittimatemaatikko Alan Turin-"€" nauha josta ohjausautomaatti pystyy

gin vuonna 1936 — siis noin I(ymmenerji«).neennauhapaanval|tyksella kasittele-

vuotta ennen ensimmaisten tietokoneidéfoa" (S'.O' kaemaan Ja kirjoittamaan) yh-
kehittamista! — esittelema yksinkertaineﬁa merkkipaikkaa kerrallaan.

formaali malli, jolla on edelleen tarked Ohjausautomaatilla on &arellisen
sija tietojenkasittelyjarjestelmien teoreetmonta vaihtoehtoista sisaista tilag, gz,
tisia ominaisuuksia tarkasteltaessa. Syy-., 0k, Qyes, Ono S€KA Adrellinen saannosto
na mallin pysyvyyteen tietojenkasittelytai “ohjelma”d, joka maarittdd automaatin
menetelmien muuten jatkuvasti muuttuesroudattamat sdannét siirtymiselle tilas-
sa on, ettd se on toisaalta riittavan pelkiga toiseen. Sdannostibkoostuu joukosta
tetty soveltuakseen kuvaamaan paéllisiriisikomponenttisia jonojgdq, X,d',Y,4),
puolin hyvinkin eri nékoisia tietojenkasit-missa kunkin edella mainitun tyyppisen
telyjarjestelmia, ja toisaalta kuitenkin riit-jonon tulkinta on: “jos ohjausautomaatti
tavan voimakas kuvatakseen universaalifietyllda ajanhetkelld on tilassq ja lukee

la ja kohtuullisen tehokkaalla tavalla kaik-nauhapéén valityksella nauhalta merkin
kea mahdollista laskentaa. X, niin se siirtyy seuraavalla ajanhetkella

2 Turingin koneet
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nauha: ‘#‘X‘X‘X‘l‘o‘l‘#‘...
nauhapaa:
. _ QR =0
ohjausyksikkdo: %
0

Kuva 2: Turingin kone.

tilaan ¢, kirjoittaa nauhalle merkifX ti- jono parittoman maaran 1-merkkeja. Ko-
lalle merkinY ja siirtdéd nauhapaéata yhdemeen toimintaperiaate on, etta se kay syo-
merkkipaikan suuntaar\.” Nauhapaan tejonon lapi merkki kerrallaan vasemmal-
siirtosuuntaA voi olla joko L (vasemmal- ta oikealle, ja pitdd ohjausautomaattinsa
le), R (oikealle) taiS (paikallaan). sisaisessa tilassa kirjaa kulloinkin nahty-
Koneen kasiteltavaksi tarkoitettu syojen 1-merkkien maaran pariteetista, s.o.
temerkkijonow = a; - - - a, sijoitetaan las- siitd onko niita ollut pariton (tileg;) vai
kennan aluksi nauhan alkuun erityisilljarillinen (tilagz) maéra. Kone vaihtaa ti-
alku- ja loppumerkeilla “#” ympéaroityna, laansa jokaisen 1-merkin kohdalla; sen si-
koneen nauhapaa asetetaan osoittamgaan 0-merkeilla ei ole tilaan vaikutusta.
jonon ensimmaista merkki (tai jos jo- Kone hyvéksyy syotteen, jos se loppumer-
no w on tyhja niin suoraan loppumerkkigkin # kohdalle tullessaan on tilassg ja
#), ja ohjausautomaatti kdynnistetaddln hylkaa, jos se on tilassay. Alkutila go
kutilassa . Taman jalkeen kone toimii vastaa toiminnaltaan tilagy. Syotteen yli
itsendisesti ohjausautomaatin saannostknlkiessaan kone myos korvaa kaikki al-
ohjaamana, kunnes se mahdollisesti paédperaiset ykkoset ja nollat-merkeillg;
tyy joko hyvéksyvaan lopputilaang tai tama piirre on tosin mukana vain esimer-
hylkaavaan lopputilaan ,g. Kummassa- kin vuoksi, syétemerkit voitaisiin yhta hy-
kin tapauksessa kone pysahtyy, ja edelin jattaa ennalleen.
lisessé tapauksessa bgvaksyy jalkim- Turingin laskentamalli on siis erittdin
maisessa tapaukseshslkaa sille tarjo- yksinkertainen, ainakin verrattuna nykyis-
tun syotteerw. On myos mahdollista, et-ten tietokoneiden ja ohjelmointikielten
ta kone jaa “ikuiseen silmukkaan”, s.o. ekompleksisuuteen. Siita huolimatta niin
pysahdy annetulla syotteella. Myds tdssanotun Churchin—Turingin teesinmu-
sé tapauksessa koneen tulkitaan hylkékaan mita tahansa fysikaalisesti toteutet-
van syotteen. tavissa olevaa laskentaa voidaan jaljitel-
Esimerkiksi kuvan 3 sdanndstolla vaka (deterministiselld) Turingin koneella, ja
rustettu Turingin kone tutkii, siséltdédkdniin sanotunvahvan Churchin—Turingin
annettu 1- ja 0-merkeista koostuva syoteeesin mukaan tama jaljittely aiheuttaa
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<q031v qlaX7R> <q1a17q25X7R> <q2a17qlaX7R>
<q0a07 q2;X7R> <qlaovqlava> <QZ707CI2,X>R>
(00, #,Gno, #,S) (01, #,Oyes, #,S) (02, #,0no, #,S)

Kuva 3: Parittomuustestaussaannosto.

enintdan polynomisen laskennan hidastdella rakentamaan, joudutaan Churchin—
misen. (Toisin sanoen: mihin tahansa fyFuringin teesin vahvaa versiota luultavas-
sikaalisesti toteutettavissa olevaan lasketi-tdsmentdmaan. Tosin kvanttilaskennas-
nan malliin M liittyy sellainen polyno- ta saatava tehonlisays on tietylla tapaa ra-
mi pu(X), etté jos jokin ongelma voidaanjoitettua, eika talla hetkella ole selvad,
n kokoisilla syo6tteilla ratkaista mallissamissd maarin kvanttilaskentaa voitaisiin
M ajassalu(n), niin se voidaan ratkaistaperiaatteessakaan soveltaa TSP-ongelman
Turingin koneella ajasspv(Tv(n)).) Si- tai muidenNP-taydellisten ongelmien rat-
ten ei teorian kannalta ole merkitysta silkaisumenetelmien tehostamiseen. My6s-
la kaytetdanko laskennan mallina Turinkdén laskettavuuden periaatteellisia rajo-
gin koneita, PC-mikroja, supertietokoneija kvanttitietokoneet eivat horjuta, silla
ta, tai jotain vasta tulevaisuudessa keksitnyos kaikkia kvanttilaskentoja pystytaan
tavia laskulaitteita. Nama ovhaikki peri- jaljittelemaan tavanomaisilla Turingin ko-
aatteelliselta laskentakyvyltddn yhta vahaeilla — tosin nykytietdmyksen mukaan
voja. eksponentiaalisen hitaasti.
Churchin=Turingin teesia ei tieten-
kdan voida todistaa oikeaksi, koska se
koskee myds menetelmia joita ei ole vie-
l& edes keksitty, mutta selkeda “empiiris-
t&" nayttéa sen puolesta saatiin jo 1930-
luvulla, kun useat toisistaan riippumatta
kehitetyt ja paallisin puolin hyvin eri néd-  Turingin kone on epadeterministi-
koiset mekaanisen laskennan mallit osoilren jos johonkin ohjausautomaatin ti-
tautuivatkin lahemmin tarkastellessa kesan q ja nauhamerkin X muodosta-
kenaan ekvivalenteiksi. Mychempi kokemaan pariin liittyy useita siirtymaviisikoi-
mus oikeista fysikaalisista tietokoneistaa (q,X,q,Y’,4&"), (q,X,q",Y" . A"), ...
on edelleen vahvistanut teesin asema@padeterministinen Turingin kone hyvak-
mitdan Turingin koneen periaatteelliseByy annetun syétejonon, jos jokin siir-
laskentakyvyn ylittavaa fysikaalista laitettymasaantojen sallimista vaihtoehtoisista
ta ei ole nékdopiirissa. laskennoista johtaa sen hyvaksyvaan lop-
Myds vahva Churchin—Turingin teesiputilaan. Tallaista konetta ei tietenk&an
on pitéanyt hyvin pintansa aivan viime vuovoida sellaisenaan toteuttaa millaan ta-
siin saakka. Nyt on tosin avautunut mievanomaisella fysikaalisella laitteella (mis-
lenkiintoinen uusi mahdollisuus Turin-t4 laite tietaisi, mitd useista vaihtoehtoisis-
gin koneiden laskentatehon ylittdmiseeta siirtymista pitaa lahted seuraamaan?),
mikrofysikaalisten jarjestelmien kvantti-mutta kuten seuraavissa kappaleissa to-
mekaanisia ominaisuuksia hyddyntamétetaan, epadeterminismi on hydédyllinen
1& [13]. Jos tallaisia aivan uudentyyppisiépukasite laskentaongelmien tarkastelus-
kvanttitietokoneitajoskus pystytdan to- sa.
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3 Paatdsongelmat ja jalkimmaisessa tapauksessa hylkaavaan

formaalit kielet lopputilaan.
Huomattavasti mielenkiintoisempi

Tarkastellaan seuraavassa yleisesti Turifghtévé on ratkaista, onko syotteena an-
gin koneilla (tai muilla niita vastaavil- "€t luku yhdistetty luku (ei-alkuluku),

la laskulaitteilla, esimerkiksi nykyaikai-S-0- kuuluuko annettu binaarijonojouk-
silla tietokoneilla) ratkottavia laskentaon<©°"
gelmia. Perustava ongelmatyyppi ovat tal-
16in paatosongelmajoissa tavoitteena on COMP = { x| on olemassa luvuyt, z,
yksinkertaisesti ratkaista kuuluuko annet- joillay <xjaz<xjax=y-z}.
tu syote x johonkin joukkoon A. Idea
on kasitteellisesti yksinkertainen, mutta it{Tassa on merkintdjen yksinkertaistami-
se asiassa sopivilla syotteiden ja tulosteseksi samaistettu bin&arijonot ja niiden
koodauksilla voidaan lahes minka taharesittdmét luonnolliset luvut kesken&an.)
sa muunkin tyyppinen ongelma muotoilla  Yksinkertaisesta méadarittelystaan huo-
paatésongelmana. limatta joukon COMP kuvaama yh-
Yleisyytta rajoittamatta voidaan lisdk-distettyjen  lukujen tunnistamisongel-
si olettaa, ettd annetun ongelman ratkaira on sangen téarked. Esimerkiksi ny-
sevalle Turingin koneelle tarkoitetut sydtkyisin laajasti kaytdssd olevan RSA-
teet on aina koodattu binaarijonoiksi jolsalakirjoitusjarjestelman turvallisuus pe-
lakin luonnollisella tavalla — ndinhan ny-rustuu oletukseen, ettd yhdistettyjen lu-
kyaikaisissa tietokoneissakin pohjimmilkujen tekijoiden Idytamiseen ei ole ole-
taan kaikki tieto esitetddn. Siten on esimassa mitaan (tavanomaisilla tietokoneil-
merkiksi paatésongelmassa “onko annefa toimivaa) laskenta-ajaltaan polynomi-
tu luku parillinen?” koneen tehtavana ratsesti rajoitettua menetelmaa. Yksi syy ai-
kaista, kuuluuko syétteena annettu bina&mmin mainittua kvanttilaskentaa kohtaan
rijono x joukkoon tunnettuun laajaan kiinnostukseen on Pe
ter Shorin vuonna 1994 kehittdma algorit-
EVEN = { x| xon parillisen luvun  mi [13], jolla suurtenkin lukujen tekijointi
binaariesitys}. voitaisiin kuitenkin toteuttaa tehokkaasti
kvanttifysiikan merkillisia lainalaisuuksia
Tehtava on téssa tapauksessa helpgyodyntéaen.
koska joukollaEVEN on toinen luonneh-  Yllattden vuonna 2002 Agrawal,
dinta: Kayal ja Saxena osoittivat [2], ett& jos ek-
splisiittista tekijoihinjakoa ei vaadita, niin
EVEN = { x| bind&rijonorx viimeinen annetun sydtejonon kuuluminen joukkoon
bittion 0 }. COMP voidaantestata sy6tteen pituuden
suhteen polynomisesti rajoitetussa ajassa.
JoukonEVEN maarittaman paatéson-Agrawalin et al. menetelman avulla voi-
gelman ratkaisemiseksi Turingin koneedaan siis annetusta luonnollisesta luvusta
tarvitsee siis vain etsia syotejonariop- x tehokkaasti paatelld, onko se alkuluku
pukohta ja tarkastaa, onko viimeisena siai yhdistetty luku, mutta jalkimméaisessa
jaitseva merkki 0 vai 1. Edellisessa tatapauksessa&n tekijoista ei saada (juuri)
pauksessa kone pysahtyy hyvaksyvaamjtaan tietoa.

2vain muutama kuukausi taman artikkelin alkuperéisen versimigtumisen jalkeen.
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Kolmantena esimerkkina tarkastellaadd ~ Laskennan

ka}uppamatlfl_J_s_t_aJan ongelma'n yks!pker- aikavaativuus;

taistettua paatdsongelmaversiota, niin sa- .

nottua Hamiltonin keha -ongelmaa, jossa vaativuusluokka P

tehtavéna on ratkaista, sisaltddkoé annettu

verkko ylipaataan yhtaan sallittua kauppedellisten tarkastelujen mukaisesti olisi

matkustajan reittia. (Oletuksena on tassarkeéatd pystya erottamaan toisistaan paa-

tapauksessa tietenkin, ettd kaikki verkotbsongelmat, joilla on syétteen pituuden

solmut tai “kaupungit” eivat ole suoraamnsuhteen polynomisessa ajassa toimiva rat-

yhteydessa toisiinsa. Muutoinhan solmkaisumenetelma ja sellaiset, joiden rat-

voitaisiin triviaalisti kiertd& missa jarjes-kaiseminen vaatii ylipolynomisen maa-

tyksessa tahansa.) Verkkoteoreettisen teén laskenta-askelia. Vahvan Churchin-

minologian mukaan verkon kierrosta, joTuringin teesin mukaan voidaan yleisyyt-

ka kulkee kaikkien sen solmujen kauttad rajoittamatta ratkaisualgoritmien ku-

tasmalleen yhden kerran, sanotaan verkeausformalismina kayttaa (deterministi-

Hamiltonin kehéksiTarkasteltavaa ongel-sid) Turingin koneita. (Sivuutetaan siis

maa vastaava joukko on siis toistaiseksi kvanttifysiikan mahdollisesti
tulevaisuudessa tarjpamat uudet toteutus-

HAM — { G| binaarijononG esittama tekniikat.) Talloin voidaan myds lasken-

verkko sisaltda ainakin yhden Hamiltoni'a" alkeisoperaationa yksiselitteisesti pi-
kehan} tdd yhta Turingin koneen tilasiirtyméaa ja

mitata laskenta-aikaa tarkasteltavan Tu-

) _ ] ] ringin koneerM aikavaativuusfunktiolla:
Samoin kuin taysimuotoinen TSP-

ongelma, myds Hamiltonin keha -ongel- . -
. . S timey (x) = Turingin koneeriM
ma onNP-taydellinen, eika sille tunneta __ .. N . o .
. ; . syotteelldx suorittamien tilasiirtymien

syo6tteen pituuden suhteen polynomisessa e

! . . i maara.
ajassa toimivaa ratkaisumenetelmaa. Tés-
sé tapauksessa myo6skaan kvanttilasken-

nan ei tiedeta auttavan ongelman ratkai- KOSk yleensa ollaan kiinnostuneita
sussa ennen muuta aikavaativuusfunktion kas-

Tietojenkasittelyteoriassa vakiintu—vunOpel.J.qe.S ta “s.)./ottee{rp|tuuder?|>$| suh-
neen terminologian mukaan mita tahar;[_eer_],_maarlte_llaarl edelleen kaikilla luon-
sa merkkijonoista koostuvaa joukkoa nollisilla luvuilla n:

sanotaan(formaaliksi) kieleksi Turingin

koneen sanotaannnistavarkielenA, jos  timew(n) = max{ timew(x) : [x| =n}.

se hyvéaksyy tdsmalleen kieleénkuulu-

vat syotteet. Annetun kielen tunnistami- KoneenM laskenta-aika opolynomi-
nen on ilmeisestikin yhtapitavaa kielersesti rajoitetty jos jollakin polynomillap
kuvaaman paatésongelman ratkaisemisgnkaikilla luonnollisilla luvuillan on voi-
kanssa. Siten voidaan esimerkiksi puhuaassa tim@(n) < p(n).

vaihdellen kielerHAM tunnistamisestaja  Ryhmitellaan sitten yhteevaativuus-
Hamiltonin keh& -ongelman ratkaisemituokkaankaikki sellaiset formaalit kielet
sesta Turingin koneella. Seuraavassa mépaatdsongelmat), joilla on jokin polyno-
kitdén lyhyesti annetun Turingin koneemisessa ajassa toimiva tunnistusmenetel-
M tunnistamaa kielt& (M):lI&. ma:
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P = { A|A=L(M) jollakin kielet A, joiden ei tiedeté kuuluvan luok-
polynomisesti rajoitetulla Turingin ~ kaanP, ovat seuraavaa “arvaus—tarkastus”
koneellaM }. -muotoa: syotteerx kuuluminen kieleen

A voitaisiin tarkastaa helposti, jos tun-
Edella tarkastelluista paatdsongelrettaisiin (tai osattaisiin “arvata”) tietty
mia kuvaavista formaaleista kielista kieleninté&n polynomisen pituinen “varmiste-
EVEN selvasti kuuluu luokkaarf?, kos- jono” w. Tamanmuotoisen ongelman vai-
ka se voidaan tunnistaa Turingin koneekeus kiteytyy siihen, ettd mahdollisia var-
la, joka tarvitsee minka tahansamerkin mistejonoja on liian paljon suoraviivaises-
mittaisen syotteen kasittelyyn vaimtila- ti jarjestyksessa kokeiltaviksi: jos bin&a-
siirtymaa. Agrawalin et al. yllattavan tu-risen varmistejonon pituutta rajoittaa po-
loksen mukaan myés kieCOMP kuuluu lynomi p, niin n-merkkisella syoétteell&
tahan luokkaan, joskin sen tapauksessatkittavia vaihtoehtoisia jonoja tule@®
tunnistusalgoritmin vaativuuspolynomirkappaletta.
asteluku on korkeampja menetelma pe-  Esimerkiksi Hamiltonin keh& -on-
rustuu edistyneisiin lukuteoreettisiin tugelma (kieli HAM) on arvaus—tarkastus
loksiin. Sen sijaan kieleRAM ei tiedeta -tyyppinen. Jos sy6tteena annetun verkon
eikd uskota sijoittuvan luokkadn G solmuille osataan arvata oikea jarjes-
Formaalin kielemA kuuluminen luok- tys w, niin on helppo tarkastaa, etta ne
kaanP voidaan periaatteessa aina todemdssa jarjestyksessa maarittelevat Hamil-
taa esittamallA:lle polynomisessa ajas-tonin kehan. Jos verkos§aon n solmua,
sa toimiva tunnistusalgoritmi, mutta mi-niin minké& tahansa jarjestyksen esittémi-
taan yleisesti kayttokelpoista menetelmageen tarvitaan vain noin - log, n bittig,
ei ole loydetty tallaisen algoritmipuut- mutta vaihtoehtoisia jarjestyksia on kaik-
tumisentodistamiseen. Lahimmaksi tuleekiaan % - (n—1)! kappaletta, kuten TSP-
seuraavassa esitettaiP-taydellisyyden ongelman yhteydessé aiemmin todettiin.
teoria, joka on erittdin kayttokelpoinen Samoin yhdistettyjen lukujen tunnis-
tybkalu osoittamaan, ettd annettu kieli otamisongelma (kieliCOMP) on tallaista
melko varmastiuokanP ulkopuolella — tyyppid, silla vaikka annetun luvuomah-
mutta lopullinen vahvistus jaa tassakin tadollisten tekijoiden loytaminen voi olla
pauksessa riippumaarP= NP” -ongel- hankalaa, niin jos tekijatja zon valmiik-
man ratkaisusta. si annettu, niiden oikeellisuus voidaan sel-
vitta& yksinkertaisella kertolaskulfa.
Voidaan osoittaa, ettd kieleharvaus—
5 Arvaus—tarkastus tarkastus -ominaisuus on yhtapitava sen
. kanssa, ettdA voidaan tunnistaa jolla-
—ongelmat, kin polynomisessa ajassa toimivalipa-
vaativuusluokka NP deterministisellauringin koneella. Kuten
muistetaan, epadeterministisella koneella
NP-taydellisyysteorian perustana on seoi olla annetussa laskennan tilanteessa
merkittdva havainto, ettd monet luonnoluseita mahdollisia jatkovaihtoehtoja: tal-
lisia paatdésongelmia kuvaavat formaaliaisen koneen aikavaativuus syotteelld
3Agrawalin et al. alkuperdisen algoritmin aikavaativuuslatikkaan'?, mutta sitemmin menetelmésta
on kehitetty jo luokkaa® oleva versio, ja vaativuuspolynomin asteluku tullee pieme#idn tasta edelleen.

4Korostettakoon viela kerran, etta vaikk®DMP-ongelmamaaérittelynsa mukaan onkin arvaus-tarkastus
-tyyppinen, niin Agrawalin et al. ratkaislgoritmi ei perustu sy6teluvur tekijoiden etsimiseen.
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maaritellaarlyhimméanhyvéaksyvaan lop- NP-tyyppisia ongelmia esiintyy lukui-
putilaan johtavan laskennan pituuden musissa kaytannon sovelluksissa. Seuraavas-
kaan, tai jos tallaista ei ole niin pisimméarsa on lueteltu muutamia tunnettuja esi-
hylkaavan laskennan pituuden mukaamerkkeja tallaisista ongelmista, joiden ei
Mallissa ei siten laskuteta lainkaan rintiedeta (eika uskota) kuuluvan luokkaan
nakkaisten laskentapolkujen tuomasta IP. Gareyn ja Johnsonin [8] nyt jo klas-
séapotentiaalista. Tama on tietenkin sinarsinen teos listaa kolmisensataa muutakin
sé taysin eparealistista, mutta luonnehtiamansukuista ongelmaa, ja tuon teoksen
tdsmalleen sen eron, mik& on tavanomalmestymisen jalkeen on kirjallisuudessa
sen deterministisen laskennan ja edelBsiintynyt viela toistatuhatta vastaavaa on-
mainitun tyyppisen arvaus—tarkastus -lagelmaa liséaa.

kennan valilla. Vaihtoehtoisten arvausjo-

nojen muodostaminen vastaa epadetermi- 1. Lausekalkyylin toteutuvuusongelma

nistisen koneen epédeterministisia siirty- (SAT): Annettu bin&éariarvoisista
mid, joista otetaan laskennan vaativuutta  “propositiomuuttujista’™y, ..., X,
maaritettdessa huomioon vain yksi “pa- vakioista 1 (“tosi”) ja O (“epéato-
ras” vaihtoehto. si”) seka konnektiiveista (“ja"), v
Taman vastaavuuden takia arvaus—  (‘tai”) ja — (“ei”) koostuva lause-
tarkastus -tyyppisia ongelmia sanotaan  kalkyylin kaavaF = F(xy,...,%).
my6s NP-tyyppisiksi (englanniksi “non- On ratkaistava, onkd- toteutuva
deterministic polynomial time”). N&ita s.0. onko olemassa sellaista muut-
luonnehtiva vaativuusluokka voidaan siis ~ tujienxy, ..., X, totuusarvojakelua
maaritella: t:{x1,....%n} — {0,1}, joka tekee
F:statodenF (t(x1),...,t(xn)) = 1.
NP = { A| A=L(N) jollakin polyn. Esimerkiksi kaavarF = (x3 A
rajoitetulla epadeterministisella Turingin (—x1V —X2)) toteuttaa totuusarvoja-
koneellaN }. kelut(x1) = 1, t(x2) = 0. Sen si-
jaan kaavas = (X3 A —x1) ei toteu-
Vaihtoehtoinen luonnehdinta on tode- du millaan totuusarvojakelulla.

ta formaalin kielenA kuuluvan luokkaan
NP, jos ja vain jos on olemassa sellaiset
“varmistejonon”w pituutta rajoittava po-
lynomi p ja polynomisessa ajassa toimiva
deterministinen Turingin “tarkastuskone”
M, joilla on voimassa kaikilla syotteill&

2. Kauppamatkustajan pé&atésongel-
ma (TSP):Annettu taydellinen pai-
notettu verkka G, d) ja kokonaislu-
ku k, siis “kartta, etaisyystaulukko
ja reitin maksimipituus”. Ratkaista-
va, sisaltdakds sellaisen Hamilto-

) nin kehan, jonka pituus on enintaan
XeA & (Aw:|w| < p(|X)) ja K.

(X, w) € L(M)).
3. Solmupeiteongelma (VCAnnettu

Huomataan, etta triviaalisti of? C verkko G ja kokonaislukuk. Rat-
NP, s.0. jokainen polynomisessa ajas- kaistava, sisaltadkd@ enintdank
sa ratkeava paatdsongelma kuuluu myds  solmun muodostamasolmupeitet-
luokkaanNP, koska deterministiset Turin- t4, s.0. solmujoukkoa, joka peittaa
gin koneet ovat epadeterminististen konei- jokaisesta verkon kaaresta ainakin

den erikoistapaus. toisen paan (katso kuva 4).
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4. Riippumaton joukko -ongelma (IS)(Tarkkaan ottaen aiemmin ei ole méaéaritel-
Annettu verkkoG ja kokonaisluku ty, miten funktioiden laskeminen toteute-
k. Ratkaistava, sisaltadke vahin- taan Turingin koneilla, mutta tima laajen-
tdén k riippumatonta solmuas.o. nus edellyttdé vain jotain kaytantda siita,
solmua, joiden valilla ei ole yhtaanmiten funktion arvof (x) esitetdan koneen
verkon kaarta (katso kuva 4). nauhalla.)
Aiemman tarkastelun pohjalta on
5. Klikkiongelma (CLIQUE)Annettu helppo todistaa seuraava palautusmuun-
verkko G ja kokonaislukuk. Rat- nosten perusominaisuus:
kaistava, sisaltdadk&® vahintaank
solmun muodostamaklikkia, s.0. Lemmal Jos A<h B ja B € P, niin

solmujoukkoa, jonka kaikkien sol-A c P. O
muparien valilla on kaari (katso ku- ) ) )
va 4). Konkreettisena esimerkkina palautus-

muunnoksista voidaan melko helposti to-
deta, ettd edellda kuvattujen solmupeite-,

6 P0|yn0miset riippumaton joukko- ja klikkiongelmien
valilla vallitsee suhde
ongelmamuunnokset

(“palautukset”) VC </ IS <k CLIQUE.

Taman vaitteen todistus perustuu seu-

Tarkea teema laskennan vaativuusteoriar%l—avaan yksinkertaiseen aputulokseen
sa on ongelmien vaikeusvertailu. Yksi ta(vertaa kuva 4):

pa todeta, ettd ongelma on “helpom-
pi” kuin ongelmaB on osoittaa, ettd on | emma 2 Olkoon G= (V,E) suuntaa-
B:n “erikoistapaus”. Talléinhan jos ongel-maton verkko ja VC V kokoelma sen sol-
maB osattaisiin ratkaista, niiB:n ratkai- muja. T4ll6in seuraavat ehdot ovat keske-
sua muuntamalla saataisiin ratkaisu myGsaan yhtapitavia:

A:lle. A:n toteaminenB:n erikoistapauk-

seksi voi tietenkin yleisessa tapauksessa(i) V' on G:n solmupeite;

vaatia syotteiden muokkaamista jollakin
lailla. Tasmallinen méaaritelma on seuraa-
va: sanotaan, etta formaali kidlivoidaan

palauttaa (polynomisessa ajassajmaa- (iii) V — V' on klikki G:nkomplementti-
liin kieleen B ja merkitaanA <i B, jos verkossaG, jossa on samat solmut
on olemassa sellainen syétteen pituuden  kyin G:ssa, mutta kaaret juuri nii-
suhteen polynomisessa ajassa laskettava geap solmuijen valilla, joiden valilla
funktio f, etté kaikilla sy6tteill& on voi- verkossa G ei ole kaarta. 0
massa:

(i) V —V’ on G:n riippumaton solmu-
joukko;

Todistetaan tdmén lemman avulla esimer-
xeA & f(x)eB. kiksi vaite VC <} IS. Olkoon annettuna
VC-ongelman syé&tetapay6, k), s.o. teh-
Polynominen palautusfunktid siis tavana on ratkaista, sisaltddko verk&o
muuntaa paatdsongelmafA syotteet x enintddnk solmun solmupeitettd. Merki-
paatdsongelmaB “vastaaviksi” s.0. vas- tdén verkonG solmujen méaaradG|:lla.
taukseltaan samoiksi, syo6tteiksf(x). Lemman 2 mukaari:ssa on enintddk
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vVC IS CLIQUE

Kuva 4: Solmupeite-, riippumaton joukko- ja klikkiongelmtapaukset.

solmun solmupeite, jos ja vain jos siind.emma 3 Olkoon B jokin NP-taydelli-

on vahintdanG| — k solmun riippumaton nen kieli. Jos Bz P, niin P = NP. O
joukko. Palautusfunktioksi voidaan nain
ollen valita G:sté jak:sta rijppumatta): Toisin sanoen: jos jollekin NP-

taydelliselle ongelmalle onnistuttaisiin
f(G.k) = (GIG] -k Ioytamaan polynominen ratkaisumene-
Tama voidaan helposti laskea polynotelmé, niin sen johdannaisina saataisiin
misessa ajassa ja tayttaa kaikiBgak pa- polynomiset ratkaisumenetelmétikille
lautusehdon: NP-tyyppisille ongelmille. Tai k&&ntaen:
jos luokassa\P ylipaataan on ongelmia,
jotka eivat ole polynomisessa ajassa rat-
keavia, niinNP-taydelliset ongelmat ovat
tallaisia. Nain vahvan ominaisuuden voisi

(G,k)y eVC <
f((G,k)) = (G,|G|—k) € IS. O

7 NP—téydeIIiset arvella olevan harvinainen, mutta asia on-
kin aivan péainvastoin: lahes kaikki luon-
ongelmat nolliset NP-tyyppiset ongelmat, joille ei

L . oleloydetty polynomista ratkaisumenetel-
Palautusmuunnosten maarittelemaa Opyaa, ovat osoittautuneMP-taydellisiksi.
gelmien vaikeusjarjestysta hyvaksi kéayt-
taen voidaan maaritella ongelmaluokas-; se 4 Seuraavat paatésongelmat (oi-

saNP “maksimaalisen vaikean” paatdsong e ammin vastaavat formaalit kielet) ovat
gelman kasite. Tasmallisesti sanoen maﬁfP—taydellisia'

ritellaan, ettd paatdsongelma (formaali

kieli) B on NP-taydellinen jos: (1) lausekalkyylin toteutuvuusongelma
() BeNPja (SAT),
(i) A<fBkaikilla A€ NP. (2) Hamiltonin keha -ongelma (HAM),
OngelmarB NP-taydellisyys on vahva ar-

. . : 3) k tkustaj aato I
gumentti sen vaikeuden puolesta, silla tal- 3 (ﬁgg[)oama ustajan padtosongeima

16in B sisaltda erikoistapauksinaan kaik-

ki muut NP-tyyppiset ongelmat, ja siten (4) riippumaton joukko -ongelma (IS),
on “ainakin niin vaikea kuin mika tahan-

sa muuNP-ongelma”. Edellisen lemman (5) klikkiongelma (CLIQUE),

1 ja NP-taydellisyyden méaaritelman poh-

jalta on helppo todistaa seuraava aputulos:(6) solmupeiteongelma (VC),
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(7) —(1506) noin 1500 muuta tunnettuayotteestdx muodostetaan lausekalkyy-

ongelmaa. O lin kaavaF = RV, jonka toteuttavat to-
S . _tuusarvojakelut vastaavat tdsmélleen ko-
Kaikki namd ongelmat ovat SIS SOPleenN hyvéksyvia laskentoja syotteella
o S . %g Erityisesti siis kaav& on toteutuva
erikoistapauksiksi, tai saman |0Ieaallsene SAT), jos ja vain josiokin N:n laskenta

NP-taydellisen ongelman eri ilmenemish " i ;
o ) . . hyvaksyyx:n (x € L(N)). Todistuksen yk-
muodoiksi. Yksi harvoistlP-tyyppisista sityiskohtaiseen lapikayntiin ei tdssa esi-

ongelmista, jonka el .tqlistaiglekg.i"tie(_jet%,ksessa ole mahdollisuuksia, mutta kiin-
kuuluvan luokkaarP eika mydskaan tie- nostunut lukija I6ytdd sen mista tahansa

de:? ole\liinl_\lP-tay?elllnenl, on nnnt Sﬁ' oheisessa kirjallisuusluettelossa mainitus-
NOMILl VETKKOISOMOTNAOoNgeIManssa ten- v,  aativyusteorian oppikirjasta.
tdvand on ratkaista ovatko kaksi annet-

tua verkkoa solmujen nimentaa vaille sa-
manlaiset. Taman sinénsa tarkean O”Q%irjallisuus
man ja sen muunnelmien lisdksi muita

luonnollisia ehdokkaita téllaisiksiNP- 1414 hetkella tarjolla olevasta kirjallisuu-

epataydellisiksi” ongelmiksi ei juuri ole, yagiq helpoimmin lahestyttava johdatus
vaikka teoreettisesti voidaankin osoittagaativyusteorian kasitteistoon lienee Bo-

[9], etté josP # NP, n.iinlongelmaluokalla vetin ja Crescenzin kirja [5]. Myds Sip-
NP—Pon palautysf_jfeirjestykseﬂ& Suh- serin [14] yleisluontoisemmassa tietojen-
teen hyvin rikas sisainen ra_ken?le. _ késittelyteorian perusoppikirjassa on hyva
Lauseen 4 todistus pohjautuu Suu””aghdatus aiheeseen. Edistyneempié oppi-
maksi osaksi seuraavaan helppoon apufiyrioja ovat muun muassa Balcazar et al.
lokseen: [4], Du ja Ko [7], Papadimitriou [12] sek&
Wegener [17]. My6s Atallahin [3] ja van
Leeuwenin [11] laaja-alaiset kasikirjat si-
séaltavat paljon vaativuusteorian aineistoa.

Lemma5 Olkoon A jokin NP-taydelli-
nen kieli, Be NP ja A <}, B. Talloin myds
kieli B onNP-taydellinen. O

Paattelyketjun perustaksi tarvitaan, ..
kuitenkin yksi ensimmaéinen (“geneeri-rk“tOkset
nen”) NP-tdydellinen ongelma. Sellaisen o _ )
l6ysi Stephen Cook vuonna 1971 ja riip_Kutan Tietojenkasittelytiede-lehden toi-

pumattomasti Leonid Levin 1973: mituskuntaa, erityisesti prof. Antti Val-
maria, taman kirjoituksen kannustavas-

Lause 6 Lausekalkyylin toteutuvuuson4a, huolellisesta ja vaivaa saastamattomas-
gelmaa kuvaava kieli SAT orNP- ta toimitustyosta seka useista tekstin sel-
taydellinen. O keytta ja ajantasaisuutta koskevista paran-

nusehdotuksista.
Taman NP-taydellisyysteorian perus-

lauseen todistus perustuu sangen mielen-

kiintoiseen yleiseen koodaustekniikkaar\/jjtteet

jolla annetusta epédeterministisen, poly-

nomisesti rajoitetun Turingin koneeN  [1] Emile H. L. Aarts, Jan Karel Lenstra

SVuoteen 2002 asti myds yhdistettyjen lukujen tunnistamistmga pidettin hyvanaNP-
epataydellisyysehdokkaana. Nyt siis kuitenkin tiedet@#td se kuuluukin luokkaalP.
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