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1 Johdanto

Algoritmisen ratkeamattomuuden késitet-
td pidetddn yhtend 1900-luvun suurim-
mista filosofisista keksinndistd. Vuosisa-
dan alussa David Hilbert esitti otaksu-
man/toiveen, ettd kaikki matemaattiset
piitosongelmat ovat ratkeavia. Pdcitoson-
gelmalla tarkoitetaan tdssd ongelmaa, jo-
ka koostuu joukosta tapauksia, joilla kai-
killa on tai ei ole jokin tunnettu ominai-
suus. Tehtdvdand on pdéitelld, onko syot-
teeksi saadulla tapauksella kyseinen omi-
naisuus vai ei.

Padtosongelman ratkaisee algoritmi,
joka jokaiselle tapaukselle vastaa oikein
ja toimii ddrellisesséd ajassa. Padtosongel-
maa sanotaan ratkeavaksi, jos tillainen al-
goritmi on olemassa. Hilbert siis toivoi,
ettd kaikille hyvinmaédiritellyille padtoson-
gelmille on olemassa algoritmi.

Esimerkki 1. Tarkastellaan ongel-
maa, jossa tapausten joukko on 7., =

{1,2,...}, ja kysytidn, onko syitteend
saatu luku alkuluku vai ei. Tdmd ongelma
on tietysti ratkeava. Esimerkiksi algorit-
mi, joka kokeilee syotteelle n jakaako jo-
kin luvuista 2,3,4,...,|\/n] luvun n, rat-
kaisee tamdn ongelman. Jos n on jaollinen
Jjollakin ndiistd luvuista, se ei ole alkuluku,
muulloin taas on.

Algoritmin voidaan ajatella olevan
adrellinen prosessi laskutoimituksia, las-
kuaskelia. Algoritmin teoreettisena malli-
na pidetdédn ns. Turingin konetta. Turingin
kone koostuu &ddrettomastd luku- ja kir-
joitusnauhasta, ddrellisestd muistista, jota
kutsutaan tilajoukoksi ja direllisestd jou-
kosta sddntojd, joilla tiloja ja nauhan si-
sdltod muutetaan (ks. esimerkiksi [17]).

Jo 1900-luvun alkupuoliskolla huo-
mattiin, ettd Hilbertin otaksuma oli vii-
rd, kun 16ydettiin ns. ratkeamattomia paa-
tosongelmia, joille ei ole olemassa ratkai-
sualgoritmia. Huomattiin, ettd on olemas-
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sa jopa hyvin yksinkertaisesti miiriteltyja
ratkeamattomia ongelmia. Yksi néistd on
ns. Postin vastaavuusongelma (engl. Post
Correspondence Problem), lyhyesti PCP,
johon tédssi tydssd syvennytdan.

PCP:n médritteli ja todisti ratkeamat-
tomaksi Emil Post vuonna 1946 (ks. [15]).
PCP:ssi tapaus koostuu kahdesta yhtipit-
kisti listasta sanoja ja kysytddn, voidaan-
ko listojen sanoista muodostaa sama sana
yhdistimilld aina vastaavilla paikoilla lis-
toissa olevat sanat.

Esimerkki 2. Olkoot nyt ensimmdinen
lista (abb,b,a) ja toinen lista (a,abb,bb).
Nyt valitsemalla listoista sanat 1, 3, 1, 1,
3, 2 ja 2 saadaan sana

abb-a-abb-abb-a-b-b
= abbaabbabbabb
=a-bb-a-a-bb-abb-abb,

missd - on listan sanojen vdilimerkkind
osoittamassa sanojen jakoa listan sanoik-
si. Ensimmdiiselld rivilld on ensimmdisen
listan ja kolmannella rivillid toisen listan
mukainen jako. Siis tdssd tapauksella vas-
taus PCP:n kysymykseen on kylld.

Muista kuuluisista ratkeamattomista
ongelmista mainittakoon Turingin konei-
den pysdhtymisongelma ja ns. Hilbertin
kymmenes ongelma. Turingin koneiden
pysdhtymisongelma voidaan ajatella seu-
raavasti: Onko olemassa algoritmia, joka
saadessaan syotteeksi minké tahansa algo-
ritmin ja jonkin sen syotteen, paittiisi py-
sdhtyyko syotealgoritmi kyseiselld syot-
teelld vai ei? Tillaista algoritmia ei siis ole
olemassa.

Kun Hilbert esitti toiveen, ettd kaik-
ki matemaattiset paatosongelmat olisivat
ratkeavia, hin listasi myos mielestiddn
tarkeimmait matematiikan ongelmat, jot-
ka pitdisi ratkaista. Listassa ei siis ol-
lut pelkéstidin paatosongelmia, vaan ylei-
sesti kaikenlaisia matematiikan ongelmia.
Yhteensid listassa oli 23 ongelmaa, mu-
kana mm. Riemannin hypoteesi. Listan
kymmenes ongelma on hyvin kuuluisa
padtosongelma. Hilbertin kymmenennes-
sd ongelmassa Kysyttiin, onko olemassa
ratkaisualgoritmia Diofantoksen yhtdiloil-
le. Diofantoksen yhtélot ovat kokonaislu-
kukertoimisia yhtdl6itd, muuttujia voi ol-
la useita, ja ratkaisuiksi hyviksytiddn vain
kokonaislukuja. Tami ongelma tiedetdédn
ratkemattomaksi (ks. [12]).

Matriisien teoriasta 16ytyy useita yk-
sinkertaisesti madriteltyja ratkeamatto-
mia ongelmia. Kuuluisin niistd on ns.
mortality—ongelma, jota tarkastellaan seu-
raavaksi.

Esimerkki 3. Mortality—ongelman ta-
paus koostuu 3 x 3 -kokonaislukumat-
riiseista A1,As,...,A, ja kysytdidn, on-
ko vai eiko ole olemassa sellaista jonoa
11,02,...,1k ettd

Aj A, ---A;, =0.
Tdmd ongelma on siis ratkeamaton (ks.
[14] tai [3]). Mortality—ongelma voidaan
ajatella myos lineaarikuvausten ongel-
maksi, ts. on ratkeamatonta saadaanko
annettujen kolmiulotteisen reaaliavaruu-
den lineaarikuvausten kompositiona nol-

lakuvaus.
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On syytd huomata, etti jos ongel-
massa mahdollisia syotteitd on dédrellinen
madrd, ongelma on ratkeava. Tdméd seu-
raa siitd, ettd kaiki tapaukset voidaan kiy-
di lapi. Jos tarkastellaan ratkeamattoman
ongelman tapausten ddrellistd osajoukkoa,
on timid ongelma ratkeava. Esimerkik-
si yksittdisille sanalistapareille PCP on
ratkeava tai jollekin yhdelle algoritmille
ja sen syotteelle pysdhtymisongelma on
helppo ratkaista. Toisaalta, jos ongelmal-
la on dédreton mddrd tapauksia, se voi silti
olla ratkeava.

Ratkeamattomien ongelmien tapaus-
ten joukot ovat hyvin laajoja, esimerkik-
si PCP:ssi syotteend voi olla miké tahan-
sa, jopa mink# tahansa pituiset, sanalistat
ja pysahtymisongelmassa syo6ttend on mi-
ki tahansa algoritmi ja sen miké tahansa
syote. Huomaa, ettd pysdhtymisongelma
on ratkeamaton vaikka syotteeksi kiinni-
tettdisiin tyhjd merkkijono.

On selvid, ettd jokainen hyvinméaéri-
telty padtosongelma on joko ratkeava tai
ratkeamaton. Valitettavasti vain on ole-
massa monia térkeitd ongelmia, joista ei
tiedetd, ovatko ne ratkeavia vai ratkeamat-
tomia.

Esimerkki 4. Ns. Skolemin ongel-
man ratkeavuus/ratkeamattomuus on yhd
avoin ongelma. Ongelmassa tapaukset
ovat 3 X 3 -kokonaislukumatriiseja ja ky-
sytddn, onko vai ei ole olemassa sellaista
luonnollista lukua n, ettd syotteend saa-
dun matriisin n:nnen potenssin oikean
yldkulman alkio on nolla.

Tdmd ongelma on ratkeava, jos ta-
paukset ovat 2 X 2- matriiseja.

Laskettavuuden teoriassa ratkeamatto-
muuden tutkimuksessa on kaksi padsuun-
taa. Tdrkein on tietysti uusien ongelmien
ratkeamattomuus- tai ratkeavuustodistuk-
set. Toinen pddsuunta on ratkeavuuden ja
ratkeamattomuuden vilisen rajan etsinti.
Tatd rajaa etsitdédn tarkastelemalla ratkea-
matonta ongelmaa ja etsimélld sen tapaus-
ten joukon osajoukkoja, joihin rajoitut-
taessa ongelma onkin ratkeava. Yleensd
tdllaisen osajoukon tapauksilla on jokin
rajoittava ominaisuus, joka helpottaa on-
gelman ratkaisua.

Esimerkki 5. PCP:n tapauksissa kum-
massakin listassa sanoja voi olla n kap-
paletta, missd n voi olla mikd tahansa
ei-negatiivinen kokonaisluku. Ongelma on
siis hyvin laaja, koska listojen pituutta tai
sanojen pituutta ei ole millddn lailla ra-
jattu.

Jos listojen pituuksia rajoitetaan, niin
tiedetddn, ettd jos listoissa on korkeintaan
kaksi sanaa, eli n <2, niin PCP on ratkea-
va (ks. [1, 6]). Jos n = 1, niin tapaukset
ovat triviaalisti ratkeavia, mutta ns. binaa-
risen PCP:n, eli tapauksien, missi n = 2,
ratkaisualgoritmi on hyvin tekninen.

Toisaalta jos n > 1, niin PCP on rat-
keamaton (ks. [13]). Jos tarkastellaan lis-
tojen pituuksia, ratkeavuuden ja ratkea-
mattomuuden vdilinen raja on siis jossain
kahden ja seitsemdn viilissd. Missd se tar-
kalleen on, sitd ei tiedetq.

Tutkimalla ratkeavuuden ja ratkea-
mattomuuden  vilistd rajaa tutkitaan
siis niitd ongelman tapausten ominai-
suuksia, jotka vaikuttavat ratkeavuu-
teen/ratkeamattomuuteen.
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Tiassd tyossd tarkastellaan ratkeavuu-
den ja ratkeamattomuuden vilistd rajaa
Postin vastaavuusongelmassa, kun listois-
sa olevia sanoja rajoitetaan. Aloitetaan sa-
nojen peruskisitteiden maaritelmill.

2 Sanat

Olkoon B = {by,by,...,b,} miki tahansa
adrellinen joukko. Sitd kutsutaan aakkos-
toksi ja sen alkioita kirjaimiksi. Aakkos-
ton B sana on jono B:n kirjaimia. Sanan
pituus on siinéd esiintyvien kirjainten lu-
kumaiird. Joukko B* on kaikkien aakkos-
ton B ddrellisten sanojen joukko. Huomaa,
ettd ns. tyhjd sana (merkitdin €) kuuluu
joukkoon B* (ja sen pituus on nolla). Li-
siiksi merkitisin BT = B*\ {€}.

Esimerkki 6. Joukon B* sanojen u ja v
voidaan yhdiste on sana uv, joka mddri-
tellddn luonnollisella tavalla. Esimerkik-
si (binaarisessi) aakkostossa {a,b}, jos
u=ab jav = baabba, niin uv = abbaabba
Jja vu = baabbaab.

Seuraavaksi esitellddn sanojen vilisid
relaatioita. Sanotaan, etti sana u on sanan
v prefiksi, jos v = uw jollekin sanalle w.
Tatd merkitddn u < v. Vastaavasti u on sa-
nan v suffiksi, jos v = wu. Esimerkiksi sa-
na ab on sanan abcb prefiksi ja sana ach
on sanan abbcbach suffiksi.

Liséksi, jos u < v tai v < u, niin sano-
taan, ettd u ja v ovat vertailtavissa, merki-
tddn u o< v. Esimerkiksi sanat ab ja abcb
ovat vertailtavissa, kun taas sanat aa ja
abba eiviit ole vertailtavissa.
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Aakkoston B ddretén sana on (oikeal-
le) ddreton jono aakkoston B kirjaimia.
Esimerkiksi ® = ababab - - - on aakkoston
{a,b} didreton sana.

3 Postin vastaavuus-
ongelma

Seuraavaksi esitetiin PCP:n tarkka mai-
ritelmd. Sen tapaukset koostuvat kahdesta
n-pituisesta listasta u ja v sanoja, siis

u=(u,up,...,uy,) ja

v=(V1,v2,...,Vn),

ey

missd u; ja v; ovat sanoja kaikilla 1 <
i < n. PCP:ssd kysytddn, onko vai ei-
ko ole olemassa sellaista jonoa indekseji
i1,i0,...,0k, ettdik > 1ja
Ui Uiy =+~ Uj,. = Vi Vip == Vi«

Listojen u ja v sanoista muodostetaan uusi
sana yhdistamalld, ja PCP:ssd kysytdin
siis, ettd voidaanko listojen u ja v sanoista
muodostaa yhdistdmalld sama sana valit-
semalla aina vastaavilla paikoilla listoissa
olevat sanat.

Lukua n kutsutaan tapauksen kooksi ja
jonoa iy, is,..., I tapauksen ratkaisuksi.

Esimerkki 7. Tapauksen u = (abab,
aaa,ab,a) ja v = (a,ba,aaab,aaa), lyhin
ratkaisu on

12241422443,

Vaikka tapaus ndyttdd helpolta, voi sen
lyhin ratkaisu olla pitkd. Esimerkiksi ta-
pauksen, missi w = (bab,b,aba) ja v =
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(b,ab,bbab) lyhimmdin ratkaisun pituus
on 216. Lisdd pieniii PCP:n tapauksia,
Jjoiden minimiratkaisu on pitkd, loytyy
osoitteesta [18].

Nykydidn PCP formuloidaan yleenséa
sanamorfismien avulla. Olkoot A ja B
kaksi aakkostoa. Kuvaus i#: A* — B* on
(sana)morfismi, jos se toteuttaa ehdon
h(uv) = h(u)h(v) kaikilla u,v € A*. Sano-
taan, ettd sana /i(u) on sanan u kuva mor-
fismissa h.

Mairitellddn nyt PCP uudelleen. Ol-
koon A = {1,2,...,n} ja miédritelldin
morfismit i,g: A* — B* siten, ettd kaikil-
lai€A,

h(i)=u;i ja  g(i) =vi,
missd u; ja v; ovat sanoja listoista (1).
PCP:n kysymys saadaan nyt muotoon, on-
ko vai eikod ole olemassa sellaista sanaa
weAT, ettid

PCP:n tapaus madritellddn siis morfis-
miparina (h,g), missid h,g: A* — B* ja
tapauksen (h,g) koko on aakkoston A
alkioiden lukumiird |A|. Sana w, jolle
h(w) = g(w), on tapauksen ratkaisu. Huo-
maa, ettd ratkaisun w pitéé olla epityhja.

Esimerkki 8. Esimerkin 7 tapaus voi-
daan esittid morfismien avulla seuraavas-
ti: hyg: {1,2,3,4} — {a,b}*, missi

| 1 2 3 4
h | abab aaa  ab a
g a ba aaab aaa

PCP on hyvin kiyttokelpoinen to-
distettaessa muita ratkeamattomuustulok-
sia, esimerkiksi sanojen kombinatoriikas-
sa, automaattien ja formaalisten kiel-
ten teoriassa tai matriisiteoriassa. PCP:n
avulla voidaan esimerkiksi osoittaa, et-
td mortality—ongelma on ratkeamaton, ks.
esimerkki 3.

Postin vastaavuusongelman tapauksia
voidaan rajoittaa monella tapaa tutkittaes-
sa ratkeavuuden ja ratkeamattomuuden ra-
jaa. Edelld esimerkissd 5 ndhtiin jo, mis-
séd raja suunnilleen on, jos rajoitetaan ta-
pausten kokoa. Vastaavasti, jos rajoitetaan
listoissa olevien sanojen pituuksia (tai oi-
keastaan kirjainten kuvien pituuksia mor-
fismeissa), niin tiedetddn, ettd PCP on rat-
keava, kun sanojen pituus on yksi, mutta
jos sanojen pituus on korkeintaan kaksi,
niin PCP on ratkeamaton (ks. [7]).

4 Merkitty PCP

Tdssd luvussa tarkastellaan tapauksia,
joissa morfismien kuvat toteuttavat li-
sdehdon. Aloitetaan injektioista. Morfis-
mi h: A* — B* on injektio, jos kaikilla
u,veA*

h(u) =h(v) = u=w.

Injektio on siis tietyssd mielessd yksikésit-
teinen kuvaus joukkoon B*, nimittdin jos
w € B* ja h(u) = w jollekin u € A*, niin
kaikille muille sanoille v, i(v) # w. Huo-
maa, ettd jos kiytetdin PCP:n sanalista-
midritelméd (1), niin injektiotapauksissa
jokainen w € B* voidaan muodostaa lis-
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tan sanojen yhdisteend korkeintaan yhdel-
14 tavalla.

Lause 1. [11] PCP on ratkeamaton ta-
pauksissa, joissa morfismit ovat injektioi-
ta.

Tami tulos oli ensimmdiinen todelli-
nen parannus Postin alkuperidiseen tulok-
seen. Lauseen tapaukset ovat siis selvis-
ti rajoitettuja, mutta injektiivisyys ei vield
riitd ratkeavuuteen. Rajoitetaan morfisme-
ja lisdd, ja oletetaan, ettd morfismit ovat
prefiksejd (tai oikeastaan prefiksivapaita)
eli minkdin kirjaimen kuva ei ole toisen
kirjaimen kuvan prefiksi. Tarkemmin, A
on prefiksi, jos kaikilla a,b € A, 7 € B*,

h(a) =h(b)z = a=0b.

Morfismi & on biprefiksi, jos se on prefiksi
ja suffiksi, eli kaikilla a,b € A, z € B,

h(a) =zh(b) = a=0.

Huomaa, ettd jos morfismi on biprefiksi
tai vaikka prefiksi, se on my0s injektio.
Jos kiytetddn PCP:n sanalista midritel-
mii (1), niin tapaus on prefiksi, jos kum-
mankaan listan sanat eivit ole keskendin
vertailtavissa.

Lause 2. [16] PCP on ratkeamaton ta-
pauksissa, joissa morfismit ovat biprefik-
sejd. Erityisesti siis PCP on ratkeamaton
tapauksissa, joissa morfismit ovat prefik-
sejd.

Tdam4 tulos on siind mielessd yllatta-
v, ettd prefiksitapausten ratkaisujen jouk-
ko on saddnnollinen kieli. Tiedetddn siis,
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ettd ratkaisujen muodostama kieli voidaan
hyviksyéd &drelliselld automaatilla, mutta
on edelleen ratkeamatonta, siséltdaako ky-
seinen kieli epidtyhjid sanoja. Huomaa, et-
td kyseistd ratkaisujen joukon hyviksyvii
adrellistd automaattia ei voida muodostaa
pelkén syotteend saadun PCP:n tapauksen
pohjalta. Jos voitaisiin, niin prefiksi PCP
olisi ratkeava, silld direllisille automaa-
teille ns. tyhjyysongelma, missi kysytdan
hyviksyy annettu automaatti yhtdidn epé-
tyhjdd sanaa, on ratkeava.

Rajoitetaan morfismeja lisdd ja tarkas-
tellaan tapauksia, joissa morfismit ovat
merkittyjd. Morfismi on merkitty, jos jo-
kaisen kirjaimen kuvan ensimméinen kir-
jain on eri. Merkityt morfismit ovat siis
prefiksejd, koska jokaisen kirjaimen kuva
eroaa muiden kirjainten kuvista jo ensim-
mdiselld merkilld. Jos tarkastellaan PCP:n
alkuperdistd madritelmid, niin tapaukses-
sa, joka ovat merkitty, listan u kaikki sanat
alkavat eri kirjaimella, kuten my®os listan v
sanat.

Esimerkki 9. Morfismi h: {a,b,c} —
{a,b,c}, missd

‘ a b c
h ‘ abb bb cbbb

on merkitty.

Lause 3. [9], [2] PCP on ratkeava ta-
pauksissa, joissa morfismit ovat merkitty-
Jjd.

Seuraus 1. Ratkeavuuden ja ratkeamat-
tomuuden raja on jossain prefiksi ja mer-
kittyjen morfismien vdlissd.
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Tarkastellaan nyt lyhyesti edellisen
lauseen todistusta, ts. tarkastellaan merki-
tyt tapaukset ratkaisevaa algoritmia. Tar-
kat todistukset ja algoritmi kokonaisuu-
dessaan l1oytyvit ldhteestd [2].

Jos tapauksessa (h,g) morfismit ovat
merKkittyjd, niin lyhin kirjaimella a € A al-
kava ratkaisu on yksikisitteinen.

Esimerkki 10. Olkoot
h,g: {a,b,c} — {a,b,c}, missd

morfismit

| a b c
h | abb bb  cbbb
g| a bbb c

Kirjaimelle a loydetddn ratkaisu, kun
tarkastellaan sanojen h(a) ja g(a) eroa,
h(a) = abb = g(a)bb. Siis seuraavan kir-
Jaimen kuvan g:ssd taytyy alkaa b:lld. Nyt

g(a)g(b)b = abbbb = h(a)h(b),
silld

jne. Ratkaisuksi loydetiddn abb,
h(abb) = abbbbbb = g(abb).

Entd jos valitulla kirjaimella alkavaa
ratkaisua ei ole olemassa, mistd tiedetdan
pyséhtyi ja lopettaa etsintd? Ei mistddn.
Pitda siis tarkastella ongelmaa toisella ta-
valla.

Muodostetaan ns. palikoita, joista
mahdollinen ratkaisu muodostuu. Palikat
ovat minimaalisia sanapareja (u,v), joille
h(u) = g(v). Jokaiselle aakkoston B kirjai-
melle » muodostetaan oma palikka, jossa
h(u) alkaa b:114. Huomaa, etti sanoja u ja
v ei rajoiteta milldéin tavalla. Niiden ei siis
tarvitse olla esimerkiksi vertailtavissa.

Esimerkki 11. Esimerkin 10 morfismeille
palikat eri kirjaimille:

a: (abb,abb),
b: (bbb, bb),
c¢: (c,cb).

Merkityn PCP:n tapauksen ratkaisuil-
la on yksikésitteinen jako palikoihin, ts.
jos h(w) = g(w), niin

2

W= Ul U = VIVY e Vg,

missd k > 1 ja (u;,v;) on palikka jollekin
kirjaimelle b; € B kaikillai = 1,... k.
Algoritmin idea on redusoida annet-
tu tapaus helpompaan tapaukseen, ja jat-
kaa titid reduktiota kunnes saadaan tapaus,
jossa ongelma on helppo ratkaista. Pali-
koiden avulla voidaan médritelldsin uusi
merkityn PCP:n tapaus (/',g’) seuraavas-
ti. Kaikille kirjaimille b € B, jos on ole-
massa palikka (u,v), missd b < h(u), niin

KHb)=u ja g (b)=nw

Tapausta (K',g’) kutsutaan tapauksen
(h,g) seuraajaksi.

Esimerkki 12. Esimerkin 10 seuraaja on
siis edellisen esimerkin mukaan tapaus
(W, g"), missii

a b c
W | abb bbb
g | abb bb cb

Seuraaja on aina ekvivalentti alkupe-
rdisen tapauksen kanssa eli silld on rat-
kaisu, jos ja vain jos alkuperdiselld ta-
pauksella on ratkaisu. Algoritmi perustuu
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tdmin seuraaja-reduktion iterointiin. Voi-
daan osoittaa, ettd tapaukset eivit muu-
tu reduktiossa vaikeammiksi, ts. aakkosto-
jen koko ei kasva, eikd tapauksen kuvien
yhteenlaskettu pituus kasva. Huomaa, etti
tapausten aakkostot reduktioketjussa ovat
kaikki aakkoston B osajoukkoja. Tapauk-
sia, joissa aakkostot ovat B:n osajoukkoja
ja kuvien pituus on ylhiélta rajoitettu, on
adrellinen maard. Ndin ollen aikanaan saa-
daan reduktiosta siis tapaus, joka on esiin-
tynyt reduktioketjussa jo aikaisemmin.

Lause 4. Tapauksella, joka esiintyy re-
duktioketjussa useammin kuin kerran, on
ratkaisu, jos ja vain jos silld on ratkaisu,
jonka pituus on yksi, ts. jokin kirjain on
ratkaisu.

Merkityn PCP:n ratkaiseva algoritmi
toimii siis siten, ettd muodostetaan reduk-
tioketju, ja pidetddn kirjaa tapauksista, jot-
ka ovat esiintyneet. Kun ensimmdisen ker-
ran saadaan tapaus, joka on esiintynyt ai-
kaisemmin, tarkistetaan, onko silld yksi-
kirjaiminen ratkaisu vai ei. Alkuperiiselld
tapauksella on siis ratkaisu jos ja vain jos
yksikirjaiminen ratkaisu 16ytyy.

Esimerkki 13. Esimerkin 12 tapauksen
(W, g'") seuraaja on tapaus (h",g"), missd

| a b c
Wla bb cb
g |a bbb cb

jonka seuraaja taas on tapaus (h3),g®)),
missd

| a b
W3 | a bbb
g® |a bb
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Jja edelleen tdamdn tapauksen seuraaja on

a b c
K 1 a  bb
g® la bbb ¢

Témdin tapauksen seuraaja taas on ta-
paus (h®),g3)), joten lauseen 4 mukaan
tapauksella on ratkaisu, koska kirjaimilla
a ja c loytyy yksikirjaiminen ratkaisu.

Seuraaja—reduktio voidaan yhtélon (2)
avulla ajatella my0s ratkaisujen tiivistami-
seksi. Lisdksi huomataan lauseen 4 avulla,
ettd jos alkuperdiselle tapaukselle on ole-
massa ratkaisu, se tulee tiivistettyd yhden
kirjaimen pituiseksi.

Lause 5. Edelld kdsitelty algoritmi toimii
eksponentiaalisessa ajassa. Lisdksi voi-
daan osoittaa, ettd merkitty PCP on po-
lynomitilassa ratkeava ongelma.

5 Kahdella merkitty
PCP

Voidaan my0s osoittaa, ettd jos morfis-
mien kaksikirjaimiset prefiksit ovat eri sa-
nat, niin PCP on ratkeamaton (ks. [9]),
joten ratkeavuuden ja ratkeamattomuu-
den vilinen raja on yhdelld ja kahdel-
la merkittyjen morfismien vilissd. Huo-
maa, ettd kahdella merkitty ei takaa
prefiksi-ominaisuutta tai edes injektiota,
silld my6s yhden pituiset kuvat hyvéksy-
tdadn, esimerkiksi sanoilla @ ja aa on eri
kahden pituiset prefiksit. Esmerkiksi, jos
h(a) = a, h(b) = aa ja h(c) = bb, niin
h(aac) = aabb = h(bc), joten h on kah-
della merkitty, mutta ei injektio.
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6 Yleistetty PCP ja
bindirinen PCP

Tarkastellaan seuraavaksi PCP:n muun-
nosta, ns. yleistettyd Postin vastaavuuson-
gelmaa (engl. Generalized Post Corres-
pondence Problem), lyhyesti GPCP. Ero-
na alkuperdiseen ongelmaan ovat ns. alku-
ja loppusanat.

Olkoot A ja B kaksi aakkostoa.
GPCP:n tapaukset koostuvat morfismeis-
tah,g: A* — B* jasanoista py, p2,s1,52 €
B*, ja siind kysytéddn, onko vai eiko ole
olemassa sellaista sanaa w € A™, etti

prh(w)s1 = pag(w)ss.
Myo6s GPCP on ratkeamaton ongel-
ma, koska kaikki PCP:n tapaukset ovat
GPCP:n tapauksia.

GPCP:lle tunnetaan aakkoston koon
suhteen samat ratkeavuus- ja ratkeamatto-
muustulokset kuin PCP:lle (ks. [1], [10]),
ts. ratkeavuuden ja ratkeamattomuuden
raja on jossain kahden ja seitsemin vilil-
la. Sanojen pituuden suhteen raja on tar-
kalleen sama kuin PCP:lla (ks. [7]).

Merkityn PCP:n ratkaisualgoritmin
idea toimii my6s merkitylle GPCP:lle.

Lause 6. [5] GPCP on ratkeava tapauk-
sissa, joissa morfismit ovat merkittyjd.

GPCP:ssa alkusanoille voidaan kon-
struoida palikat aivan kuten kirjainten ku-
villekin. Loppusanojen kisittely on huo-
mattavasti vaikeampaa, silld reduktiossa
muodostuu monta uutta loppusanaparia,
mahdollisesti jopa ddrettdomédn monta. Voi-
daan kuitenkin osoittaa, ettd riittdd tar-
kastella ddrellistd madrdd uusia tapauksia,

vieldpd tapauksia, joissa loppusanat ovat
lyhyita.

GPCP:n ratkeavuus merkityssd ta-
pauksessa antaa myos uuden todistuksen
binddrisen PCP:n ratkeavuudelle. Voidaan
nimittdin osoittaa, ettd PCP tapauksissa,
joissa n = 2, on ratkeava, jos merkitty
GPCP on ratkeava tapauksissa, joissa n =
2 (ks. [1], [6]).

7 Adgretéon PCP

Adrettomsissid PCP:ssa tapaukset ovat ku-
ten tavallisessa PCP:ssa, mutta kysytién-
kin, ettd onko vai eiko ole olemassa sel-
laista ddretontd sanaa, jolle morfismit yh-
tyvdt. Sanotaan, ettd morfismit / ja g yhty-
vit ddrettomilld sanalla ® = ajaz - - -, jos
h(w) < g(w) kaikilla @:n prefikseilld w.

Lause 7. [16] Adreton PCP on ratkeama-
ton. Erityisesti se on ratkeamaton tapauk-
sissa, joissa morfismit ovat (bi)prefiksejd.

Merkityn PCP:n ratkaisualgoritmin
avulla voidaan kuitenkin osoittaa, etti

Lause 8. [4] Adireton PCP on ratkeava
tapauksissa, joissa morfismit ovat merkit-
tyji.

Niin ollen ddrettomédn PCP:n ratkea-
vuuden ja ratkeamattomuuden vilinen ra-
ja on myos prefiksien ja merkittyjen mor-
fismien vililld.

Edellisen lauseen avulla voidaan li-
sdaksi osoittaa, ettd

Lause 9. [8] Adireton PCP on ratkeava
bindicirisessa tapauksessa (n = 2).



Halava

Vaikka tapausten koko on pieni, timi
ongelma ei ole triviaali, sen osoittaa seu-
raava esimerkki.

Esimerkki 14. Tarkastellaan tapausta

Tdlld tapauksella ei ole PCP:n ratkaisu-
Jja, ja voidaan osoittaa, ettd ddreton sana
o = a?b*a*b*aBb8 ... on sen ainoa diire-
ton ratkaisu. Huomaa, ettd o laskee 2:n
potensseja, joten se ei ole sddnnollinen eli
sitd ei voida mddritelld ddrelliselld auto-
maatilla.

8 Yhteenveto

Esitetddn lopuksi tdssd ty0ssd mainitut
PCP:n ratkeavuus- ja ratkeamattomuustu-
losten antamat ratkeavuuden ja ratkeamat-
tomuuden viliset rajat yhtend taulukkona:

| RATKEAVA | RATKEAMATON |
Kokon <2 Kokon >17
Pituus 1 Pituus > 2
Merkitty Prefiksi
Adreton merkitty | Adreton prefiksi
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