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1 Johdanto

Keviilla 2001 etsiskelin esimerkkid, jon-
ka avulla voisin opettaa tila-avaruuden
muodostamisalgoritmeja ilman, ettd ensin
tarvitsisi pitdd luentosarja esimerkin maa-
ilmasta. Perinteinen “ruokailevat filoso-
fit” ei tuntunut tarpeeksi motivoivalta eikd
haasteelliseltakaan.

Mieleeni juolahti, ettd lapsuudestani
tutun Rubikin kuution' 2 x 2 x 2 versiol-
la saattaisi olla sopiva médiré tiloja. Pian
esitettdvid pieni laskelma osoittaa, ettd sil-
1a on 3 674 160 tilaa. Se on niin vihén, et-
td arvelin sen tila-avaruuden mahtuvan sil-
loisiin tietokoneisiin, mutta kuitenkin niin
paljon, ettd huonojen ja hyvien tila-ava-
ruuden muodostamisalgoritmien erot tuli-
sivat esille.

2 x 2 x 2 Rubikin kuutio osoittautui
hedelmallisemmaéksi esimerkiksi kuin iki-
ni olisin osannut arvata. Sen parissa puu-
hailu tuotti ylldtyksid niin C++ standar-
dikirjastosta kuin informaatioteoreettisis-
ta alarajoista, ja johti lopulta julkaisuun,
jossa esitellddn ja perustellaan ddrimmil-
leen tiivistetty hajautustaulu. Tdssé kirjoi-
tuksessa kidyn uudelleen ldpi tuon matkan
kohokohdat.

2 Kuution tila-avaruus

2 x 2 x 2 Rubikin kuutio koostuu kahdek-
sasta palasta. Sen jokainen tahko on jaet-
tu keskeltd kulkevilla jakolinjoilla neljédksi
yhtdsuureksi nelioksi, ja kukin pala kisit-
tdd kolme neliotd, jotka kohtaavat samassa
nurkassa. Kuution sisdisen nerokkaan ra-

“Rubik” on Seven Towns Ltd -nimisen tahon tavaramerkki.
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Rubikin kuution opetukset
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Kuva 1: 2 x 2 x 2 Rubikin kuution ylidtahkon pyoriytys

kenteen ansiosta kutakin tahkoa voi pyo-
rittdd ilman, ettd kuutio hajoaa kappaleik-
si. Talloin neljd palaa liikkuu toisten nel-
jéan palan suhteen. Tétéd on havainnollistet-
tu kuvassa 1.

Kuution kukin sivu on alunperin vi-
ritetty yhdelld virilld, mutta tahkoja pyo-
riteltdessd virit menevit pian iloisesti se-
kaisin. Tahkojen pydrittely siten, ettd va-
rit saadaan taas kohdalleen, vaatii hieman
harjaantumista, vaikkei 2 x 2 x 2 tapauk-
sessa olekaan ylettoméin vaikeaa. Kuution
“standardikokohan” on 3 x 3 x 3.

Kuution tila-avaruuden muodostami-
seksi kannattaa vakioida kuution avaruu-
dellinen asento. Asia on kenties helpoin
hahmottaa ajattelemalla, ettd kuutio ase-
tetaan poydille aina siten, ettd puna-si-
ni-keltainen nurkka on vasemmalla taka-
na alhaalla punainen puoli poytdd vas-
ten. Niin toimien kuution tilat muodos-
tuvat siitd, ettd muut seitsemin nurkkaa
vaihtavat keskindisté jérjestystdédn ja pyo-
rivat kuution keskustasta nurkkaan kulke-
van akselin ympéri.

Nurkat saadaan kaikkiaan 7! = 5040
jarjestykseen. Koska nurkka voi olla kol-

messa asennossa, saadaan kuution tilojen
mirille yliraja 7! -37. Jokainen Rubikin
kuutiota tarpeeksi paljon pyoritellyt tie-
tdd, ettd nurkkien asentoja rajaa kuiten-
kin erds sdannonmukaisuus. Nimittdin vii-
meisen nurkan asento madrdytyy muiden
nurkkien asennoista. Sen ansiosta kuu-
tiolla on kaikkiaan 7!-3°® eli mainitut
3674 160 tilaa.

Kuution tilan voi esittdd esimerkiksi
luettelemalla eri suunnissa ndkyvét virit.
Eri vérejd on kuusi, joten virin esittdmi-
seen riittdd kolme bittid. Tahkojen neljan-
neksid on 24 kappaletta, mutta vakioidun
nurkan kolmen neljanneksen véreji ei tar-
vitse esittdd, koska ne eivit muutu. Niin-
pé tilan esittdmiseen tilld tavalla tarvitaan
21-3 = 63 bittid.

63 bitilld voi muodostaa 2% ~ 10°
bittiyhdistelmdd. Tamd on valtavasti
enemmin kuin todellisuudessa mahdol-
liset 3 674 160 tilaa. Osalla “yliméadraisis-
td” bittiyhdistelmistd on mielekés tulkin-
ta: noin seitsemédn miljoonaa niistd voi-
daan tuottaa purkamalla kuutio osiin ja
kokoamalla se uudelleen, ja huomattavas-
ti enemméin saadaan maalaamalla sivuja
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Kuva 2: Vasen: palojen paikkojen numerointi
Oikea: asennon muutos pyoriaytyksessd

uudelleen. Niitd bittiyhdistelmid, joissa
jonkin tahkon neljanneksen virin koodi ei
ole mikddn kiytossd olevista kuudesta, ei
voi tulkita ollenkaan — tai ehké voi aja-
tella, ettd niissd kiytetddn seitsemaittd ja
mahdollisesti kahdeksatta véria.

Yliméddrdisten bittiyhdistelmien tul-
kinta ei ole timén tarinan kannalta olen-
naista. Mutta se on tirkedd, ettd niitd
on olemassa. Niitd bittiyhdistelmid, joi-
hin tutkittava jérjestelmi voi joutua, kut-
sutaan usein saavutettaviksi tiloiksi. Kaik-
kien bittiyhdistelmien joukolla ei ole va-
kiintunutta nimitystd, mutta kutsun sitd
syntaktisesti mahdollisten tilojen joukok-
si. On hyvin tavallista tila-avaruussovel-
luksissa, ettd syntaktisesti mahdollisten ti-
lojen joukko on paljon suurempi kuin saa-
vutettavien tilojen joukko.

Syntaktisesti mahdollisten tilojen
joukko riippuu tilan esitystavasta. 2 x 2
x 2 Rubikin kuution tila voidaan esittda
huomattavasti tiiviimmin kuin yll4 tehtiin.
Paloille mahdolliset paikat voidaan nume-
roida 0, ..., 6 ja asennot O, ..., 2. Nami

voidaan yhdistdd yhdeksi, vililla O, ...,
20 olevaksi koodiksi esimerkiksi lausek-
keella 3 - paikka + asento. Kun niin saatu
koodi jaetaan kolmella, ilmaisee osaméé-
rd paikan ja jakojdannos asennon. Ne saa-
daan siis helposti selville koodista.

Kuvan 2 vasen puoli néyttda paikoille
valitsemani numerot. Vakioitu nurkka on
takana piilossa.

Asentojen koodaus on hankalampi se-
littda. Jarjestyksessd olevan kuution jo-
kainen pala on asennossa numero 0. Ku-
van 2 oikea puoli ndyttdd, miten asennon
numero muuttuu, kun pala siirtyy vasta-
pdivddn pyordytyksessd paikasta toiseen.
“+” tarkoittaa, ettd asennon numeroa kas-
vatetaan yhdelld, ja “—” tarkoittaa vastaa-
vasti vihennysti yhdelld. Lopputulokseen
lisdtddn tarvittaessa 3 tai —3, jotta tulos
olisi aina vililld O, ..., 2. Myotédpdivaidn
pyoriytettdessd plussat tulee vaihtaa mii-
nuksiksi ja padinvastoin.

Koska jokaisessa pyordytyksessd kah-
den palan asento kasvaa yhdelld ja kahden
vihenee yhdelld, pysyy asentojen summa



56

Rubikin kuution opetukset

01 2 345 6 7 8910111213 14 1516 17 18 19 20
4 5 311 910 1 2 0 8 712 13 14 15 16 17 18 19 20
131412 12 0 6 7 8 91011171516 5 3 418 19 20
7 8 6 34 5201819 91011 1 2 0151617 14 12 13

Taulukko 1: Kolme pyoraytystaulukkoa:
etutahko, vasen tahko ja yldtahko vastapdivian.

aina kolmella jaollisena. Tdmaé osoittaa to-
deksi sen aiemmin mainitsemani seikan,
ettd viimeisen nurkan asento méairdytyy
muiden nurkkien asennoista.

Seitsemadstd liikkuvasta palasta saata-
vat koodit ko, ..., kg voidaan yhdistdd yh-
deksi luvuksi kaavalla Y0 k; - 21°. Niin
saatava luku on enintdén noin 1,8 - 10°, ja
on esitettdvissd 31 bitilld. Jos tila esitdédn
ndin ja sille varataan 31 bitti4, on syntakti-
sesti mahdollisia tiloja endd 23! ~2,1-10°
kappaletta.

Jalkimmadiselld esitystavalla on kak-
si etua edelliseen ndhden. Jos yksittdinen
muistin tarve ylittdd 16 bittid eli kaksi ta-
vua, kuten tdssd on tilanne, niin muis-
tia kannattaa tavallisissa nykKyisissd tie-
tokoneissa jakaa neljan tavun ryhmissi.
Edelliselld esitystavalla kaikkien tilojen
esittamiseen tarvittaisiin ldhes 30 miljoo-
naa tavua, mutta jilkimmadiselld esitys-
tavalla riittdd puolet siitd. (Tami laskel-
ma ei muuttuisi olennaisesti, vaikka muis-
tia jaettaisiin biteittdinkin.) Tulemme to-
sin jatkossa huomaamaan, ettd téllaisen
laskelman antama kuva muistin tarpees-
ta ei ole yleispdtevd; mutta silti jatkossa-
kin pitee, ettd pienempi esitystapa sddstid
muistia.

Jalkimmadisen esitystavan toinen etu
on, ettd se sallii pyordytysten vaikutus-
ten laskemisen hyvin tehokkaasti. Tdmi
on tiarkedd, koska tila-avaruuden muodos-
tamisen aikana lasketaan yli 22 miljoonaa
pyordytysta.

Erilaisia “peruspyoriytyksida” on kuu-
denlaisia: voidaan pyorittdd etutahkoa,
yldtahkoa tai oikean puoleista tahkoa nel-
jénneskierroksen verran myoti- tai vasta-
pdiviidn. Muita tahkoja ei pyoritetd, koska
vasen alatakanurkka pidetdiin paikallaan.
Puolen kierroksen mittaiset pyordaytykset
saadaan toistamalla peruspyordytys kah-
desti. (Ne voitaisiin haluttaessa mallittaa
erikseen.)

Muistamme, ettd nurkan asento ja si-
jainti esitetddn vililla O, ..., 20 oleval-
la koodilla. Kukin peruspyordytys voi-
daan esittdd 21-alkioisella taulukolla, jo-
ka ilmoittaa nurkan pyoraytyksen jalkeis-
td asentoa ja sijaintia kuvaavan koodin sa-
mat tiedot ennen pyOrdytystd ilmoittavan
koodin funktiona. Pyordytyksen vaikutus
lasketaan muuntamalla jokaisen liikkuvan
nurkan koodi pyoriytysti esittdvin taulu-
kon avulla.

Taulukossa 1 on annettu kolme pyo-
raytystaulukkoa. Loput kolme saadaan
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niiden kédnteispermutaatioina. Esimer-
kiksi ylimmain rivin mukainen pyordytys
siirtdd paikassa 1 asennossa 2 olevan nur-
kan paikkaan 3 asentoon 1, koska 3 -1+
2 =35, sarakkeessa 5 lukee “10”, ja 10 mo-
dulo 3 =1ja [10/3] = 3. Ylin rivi vastaa
siis kuvan 2 etutahkon pyordytystd vas-
tapaivadn. Keskimmdiinen rivi esittdd va-
semmanpuoleisen tahkon ja alarivi ylatah-
kon pyoriytystd vastapdiviin.

Tilan 31-bittinenkin esitys sisiltda jo-
takin turhaa, koska vain joka 584:s syn-
taktisesti mahdollinen tila on saavutetta-
va. Tila-avaruustehtivissi on tavallista, et-
td tilaa ei osata esittdd tdydellisen tiivisti.
Tulemme nikemain, ettd 2 X 2 x 2 Rubi-
kin kuution tapauksessa se osataan, mutta
— yllattdavaa kylla — se ei kannata.

3 Ensimmaiinen
ohjelma

Tavoitteenani oli laatia ohjelma, joka
muodostaisi 2 X 2 x 2 Rubikin kuution
kaikki 3 674 160 tilaa niin sanotussa le-
veyteen ensin -jarjestyksessd. Jokaisesta
tilasta tuli tallettaa tieto, minki suuntaisel-
la pyoriytykselld se 1oydettiin ensimmai-
sen kerran.

Niin syntyvéaa tietorakennetta voidaan
kdyttdd muun muassa sotketun kuution
ratkaisemiseen. Nimittiin, sotkettu kuutio
saadaan askeleen verran ldhemmis jirjes-
tettyd tilaa etsimalld sotkettua tilaa edusta-
va tila tietorakenteesta (mikd voidaan teh-
di tehokkaasti); katsomalla, minkéd suun-
taisella pyordytykselld se 1oydettiin; ja
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tekemailld pyoriytys vastakkaiseen suun-
taan. Tdmi voidaan toistaa pyordytyksen
lopputuloksena syntyville tilalle ja niin
edelleen kunnes kuutio on jdrjestyksessi.
Téalld tavalla 16ydettdvé jarjestyksen pa-
lauttava pyordytyssarja on niin lyhyt kuin
mahdollista. Tietorakennetta voi kayttad
myo0s tila-avaruuden rakenteen tutkimi-
seen, mistd on esimerkki luvussa 9.

Leveyteen ensin -jéirjestyksessa toimi-
van, kaikki tilat muodostavan ohjelman
toimintaperiaate on esitetty kuvassa 3.
“Alkutila” on jirjestyksessd olevaa kuu-
tiota edustava tila. Ohjelma kayttda kahta
tietorakennetta: loydettyjen tilojen jouk-
ko sekd jono, jossa ovat ne 1oydetyt tilat,
joista késin ei vield ole tutkittu pyordytyk-
sid. Loydettyjen tilojen joukon yhteydessa
talletetaan myos tieto, minkédsuuntaisella
pyoraytykselld tila 16ytyi.

Tilat esitetdén tietorakenteissa lausek-
keen ):?:0 k; - 21" mukaisesti edelld kuva-
tulla tavalla pakattuina. Pyordytyksen las-
kemista varten tila puretaan, eli selvite-
tadn luvut ko, ..., k. Tdma tapahtuu ja-
kamalla tila toistuvasti 21:114 ja ottamalla
jakojdannokset talteen. Pyoraytyksen lop-
putuloksena syntyvién tilan osat saadaan
kaavasta k] := P[k;], missi P on edelld
mainittu pyordytystd kuvaava 21-alkioi-
nen taulukko. Uusi tila pakataan kaavalla
YO okl-210

Jono on tietorakenne, jossa alkiot ovat
ja josta ne poistetaan siiné jarjestyksessd
kuin ne sinne liséttiin. Jonon ensimmaéise-
nd on siis kauimmin jonossa ollut alkio,
jota ei ole vield otettu pois.

On tavallista, ettd jonoon ei laiteta tilo-
ja sellaisenaan, vaan osoittimia tai viittei-



58

Rubikin kuution opetukset

pakkaa alkutila ja pistéd se jonoon sekéd 16ydettyihin tiloihin

toista kunnes jono on tyhji

ota jonosta ensimmdinen tila ¢ ja poista se jonosta

pura ¢

jokaiselle pyoriaytyssuunnalle
t' := pyoriytetty ¢
pakkaa ¢/

jos ¢’ ei ole 1oydetyissi tiloissa niin
lisds ¢’ 16ydettyihin tiloihin ja talleta pyoriytyksen suunta

liséd ¢’ jonon perdin

Kuva 3: Tilojen muodostus leveyteen ensin -jirjestyksessa

td niihin kohtiin 18ydettyjen tilojen jouk-
koa, joissa jonoon kuuluvat tilat sijaitse-
vat. Niin tehdién siksi, ettd yksittdinen ti-
la vie tyypillisesti enemmén muistia kuin
osoitin. Téssd tapauksessa kuitenkin tila
mahtuu neljidin tavuun, minkd myos 0soi-
tin tyypillisesti vie, joten osoittimien kiy-
tolld ei saavutettaisi sddstod. Koska tilojen
kaytto sellaisenaan on helpompaa ja til-
laisessa tilanteessa myods nopeampaa, tein
niin.

(Jono voidaan toteuttaa myos esimer-
kiksi linkittamailld tilatietueita listaksi té-
téd tarkoitusta varten varatun yliméiridisen
osoittimen avulla, mutta se veisi ainakin
saman verran muistia.)

Etukiteen tiesin, ettd jonon maksimi-
pituus jdid alle tilojen méddrdn, joten va-
jaa 15 miljoonaa tavua riittdd varmasti
jonon tallettamiseen. Jilkikéteen selvitin,
ettd jonon maksimipituus on 1 499 111,
joten hyvi jonon toteutus kayttdd alle 6
miljoonaa tavua.

Jono 16ytyy valmiina tietorakenteena
(tai oikeastaan niin sanottuna siilidsovit-
timena) ohjelmointikielen C++ standardi-
kirjastosta.? Kytin laiskuuttani ohjelmani
ensimmadisessd versiossa hyviksi C++:n
standardikirjaston palveluita missd vain
mahdollista. Ohjelmani tarpeet tdyttavi,
nopea ja muistia sdisteliddsti kdyttiava jo-
non toteutus olisi erittdin helppo tehdi it-
se. Missddn vaiheessa ei kuitenkaan il-
mennyt selvid syytd tehdd niin, joten kay-
tin C++:n standardikirjaston jonoa myds
myOShemmissé versioissa.

Loydettyjen tilojen joukon kohdal-
la kivi toisin. Ohjelmani ensimmaéisessi
versiossa kdytin C++:n standardikirjaston
map-rakennetta. Standardi ei mddrittele,
miten map on toteutettava, mutta kiytdn-
nossd se on niin sanottu puna-musta bi-
néddrihakupuu.

Kun koeajoin ohjelmani ensimmdistd
versiota ldppérissini, alkoi hetken kulut-

2C++:n standardikirjaston tietorakenneosuudesta kiiytetiin historiallisista syisti usein lyhennetti “STL”.
Lyhenne on sisdllollisesti harhaanjohtava, eiké standardi itse tunne sité.
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tua kiintolevyasemasta kuulua “rapi-rapi—
rapi ...”, ja vilitulostusten tahti oli kuin
hidastetussa filmissé. Silloisessa ldppéris-
sédni oli 42 miljoonaa tavua (eli 40 megata-
vua, missd “mega” on 220y keskusmuistia
— eikd se riittdnytkddn?

Puna-mustan puun jokaisessa tietuees-
sa on hyotykuorman lisdksi kaksi osoitin-
ta muihin tietueisiin, seké yksi bitti, joka
ilmaisee virid (punainen tai musta). Vi-
rien avulla estetddn puun kasvaminen vi-
noon, mikd on tarpeen, ettd puna-mustaa
puuta kisittelevét operaatiot olisivat aina
nopeita. Tietueessa oli siis ainakin 2 -4 ta-
vua osoittimia ja 4 tavua hyotykuormaa ja
virid, yhteensd 12 tavua. Tdmi kerrottu-
na saavutettavien tilojen mairélld tuottaa
tulokseksi yli 44 miljoonaa tavua.

Seuraavaksi kokeilin ohjelmaa ji-
reaimmaéssd koneessa tyOpaikallani. Tulos:
taas rapi-rapi—rapi. Vaikka kyseisessi ko-
neessa ei ylettdmin paljoa vapaata kes-
kusmuistia ollutkaan, piti sitd kuitenkin
olla selvisti enemmén kuin 44 miljoonaa
tavua.

Ohjelman varaamien muistipaikkojen
osoitteiden analysointi paljasti, ettd jokai-
nen tietue veikin 24 tavua. C++-guru Mat-
ti Rintalan juttusilla kédynti paljasti mik-
si ndin on. C++:n map on toteutettu niin
sanottuna muottina (template), miké tar-
koittaa, ettd kddntdjd selvittdd hyotykuor-
man tyypin kddnnosaikana. Tietyntyyp-
pisten tietojen kisittelyd nopeuttaa, jos
ne sijoitetaan neljillé tai jopa kahdeksal-
la jaollisiin muistiosoitteisiin. Koska map-
rakenteen tekijd joutui varautumaan kaik-
kiin tietotyyppeihin, hin sijoitti hyoty-
kuorman kahdeksalla jaolliseen osoittee-

59

seen, ja varasi sille muistia kahdeksan ta-
vua kerrallaan.

Niinpd pakatun tilan 31-bittinen esi-
tys paisui kahdeksaksi tavuksi. Tietueen
lisdksi sisédltamat kaksi osoitinta ja yksi
véribitti veivit yhteensd kahdeksan tavua
ja yhden bitin, joten ne eivit mahtuneet
kahdeksaan tavuun. Niille varattiin 16 ta-
vua, ja koko tietueen kooksi tuli 24 tavua.

Loydettyjen tilojen tietorakenne kéyt-
ti siis ldhes 90 miljoonaa tavua muistia.
Se tuntui kovin paljolta alle 15 miljoonan
tavun hyotykuorman tallettamiseen, joten
aloin miettid tehokkaampaa talletustapaa.

4 Rubikin kuutiolle
optimoitu
hajautustaulu

Ketjutettu hajautustaulu on tehokas ja
usein kéytetty tapa esittdd joukkoja ja jou-
kon alkioihin liittyvid oheistietoja tieto-
koneen muistissa. Ketjutettu hajautustau-
Iu muodostuu suurehkosta maaristd linki-
tettyjd listoja. Listan tietueessa on tyypil-
lisesti yksi alkio, sithen liittyvit oheistie-
dot seka linkki listan seuraavaan alkioon.
Lista, johon alkio kuuluu selvitetdédn
hajautusfunktion avulla. Hajautusfunktio
on hajautustaulua perustettaessa madritty
funktio, joka ottaa alkion arvon, ja tuottaa
kokonaisluvun, joka on vililla 0, . . ., listo-
Jjen mddrd — 1. Listojen médira on huomat-
tavasti pienempi kuin syntaktisesti mah-
dollisten alkioiden méaérd. (Jos syntaktis-
ten alkioiden méérd on niin pieni, ettd on
mahdollista ottaa kidyttoon taulukko, jossa
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262 144 peruslohkoa 8192 ylivuotolohkoa
| | I | T 1T J. ]
wobende [ L
------- L, 21 lokeroa ol 6 lokeroa

Kuva 4: 2 x 2 x 2 Rubikin kuutiolle optimoitu hajautustaulu

on jokaista syntaktista alkiota kohti yksi
osoitin, niin ei kannata kdyttdaa hajautus-
taulua.)

Alkio talletetaan listan tietueeseen ta-
vallisesti kokonaisuudessaan. Jo Knuth
huomautti, ettd se ei kuitenkaan ole peri-
aatteessa tarpeen — osa alkiota koskevas-
ta informaatiosta on saman listan alkioil-
la sama, ja sitd osaa ei tarvitse valttimatta
tallettaa [4, luvun 6.4 tehtdava 13, s. 543].

Alkion jako osiin on kuitenkin jossain
midrin kompeldd, ja siten saatava sddstd
on usein merkitykseton verrattuna tietu-
eessa olevaan muuhun tietoon. Nimittéin,
listoja voi tavallisessa tietokoneessa olla
enintddn miljoonia, joten sddsto jad alle 30
bitin. Koska tietueessa on linkki seuraa-
vaan, linkki (teknisesti osoitin) on nykyi-
sin yleensé 32-bittinen, ja tietueessa on jo-
tain hyotykuormaakin, jad sddstd vidjad-
mittd reilusti alle puoleen tietueen koosta.

2 x 2 x 2 Rubikin kuution tapaukses-
sa hyodtykuormaa on kuitenkin vidhin, jo-
ten alkion jakamisella on mahdollista saa-

vuttaa merkittdvad sddstod, varsinkin jos
linkeillekin tehdéén jotakin. Linkit kulut-
tavat huomattavasti muistia, mutta sitd on
mahdollista vihent&a sijoittamalla samaan
tietueeseen useita alkioita ja kdyttamalla
linkkeind osoittimien sijasta numeroita.

Péaadyin lopulta tietorakenteeseen, jo-
ta kuvailen seuraavaksi ja havainnollistan
kuvassa 4.

Yksi hajautusfunktiolle asetettavista
tavoitteista on hajauttaa aineisto eri lis-
toihin mahdollisimman tasaisesti. Tdmén
varmistamiseksi usein suositellaan, ettid
hajautusfunktion arvo riippuu kaikista al-
kion biteistd. Siksi tietorakenne aloittaa
sotkemalla tilan 31-bittisen esityksen yk-
sinkertaisilla aritmeettisilla ja bittioperaa-
tioilla. Kdytin kuvassa 5 esitettyd C++-
koodinpitkdd. Sitd suunnitellessani var-
mistin, ettd se kuvaa eri tilat eri tiloiksi
ja jokainen bitti pddsee vaikuttamaan vi-
hiten merkitseviin bitteihin, mutta muuten
vedin sen hihasta.
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tila "=
tila *=
tila &=
tila "=
tila *=
tila &=
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tila >> bitteja_indeksissa;
1234567; tila += 5555555;
OxTfEfffft;

tila >> bitteja_indeksissa;
1234567; tila += 5555555;
Ox7Tfffffff;

Kuva 5: Tilan sotkeminen

Sotkemisen olisi epdileméttd voinut
tehdd fiksumminkin. Luvussa 6 tarkastel-
laan, onko timi sotkemistapa riittdvin hy-
V.

Tietorakenne kayttdd listan valitsemi-
seen sotketun esityksen 18 vihiten mer-
kitsevid bittid. Tatd osaa kutsun indeksik-
si. Listoja on siis 2!8 = 262 144 kappalet-
ta. Loput 13 bittid muodostavat tilan lop-
puosan. Se talletetaan listan tietueeseen.
Perustelen, miksi valitsin jaoksi nimeno-
maan 18+13 sen jilkeen, kun olen esitel-
lyt tietueiden rakenteen.

Linkkien méadridn vihentdmiseksi lis-
ta koostuu kahdenlaisista lohkoista: pe-
ruslohkoista, joihin mahtuu 21 tilan lop-
puosaa kuhunkin, ja ylivuotolohkoista
kooltaan 6 tilan loppuosaa. Peruslohko-
ja on yksi listaa kohti, eli kaikkiaan
262 144. Valitsin peruslohkon ja ylivuoto-
lohkon koot kokeilemalla. Ylivuotolohko-
jen méiréksi asetin 8192, koska se on suu-
rin méadrd, minkd alempana kuvailemani
rakenne sallii. Hieman vidhempi riittidisi,
mutta ylivuotolohkojen osuus muistin ku-
lutuksesta on alle prosentin, joten niiden
midrad vihentimalld saavutettava muistin
sddsto olisi merkitykseton.

Linkin koon pienentdmiseksi lohkot
talletetaan taulukoihin. Niin linkit voi-
daan esittidd lukuina, eikd tarvitse kayttdd
32-bittisid osoittimia. On siis 262 144-al-
kioinen taulukko peruslohkoja ja 8192-al-
kioinen taulukko ylivuotolohkoja. Perus-
lohko valitaan indeksoimalla peruslohko-
taulukkoa tilasta edelld kuvatulla taval-
la saatavalla 18-bittiselld indeksilld. Yli-
vuotolohkon indeksi on 13-bittinen, kuten
kohta ndhdéin.

Kukin lohko jakautuu kaksitavuisiin
eli 16-bittisiin lokeroihin. Lokeron biteis-
td kolme kiytetddn kuvaamaan lokeron ti-
lannetta. (Mieleni olisi tehnyt puhua lo-
keron “tilasta”, mutta sana “tila” on jo
varattu tarkoittamaan Rubikin kuution ti-
laa.) Tilannekoodilla on kahdeksan arvoa:
“tyhjd”, “ylivuoto” ja kuusi erilaista “kay-
tossd”’-arvoa.

Jos lokero on kéytossd, niin loput 13
sen biteistd tallettavat tilan loppuosan, ja
valittu “kéytossd”-arvo kertoo, milld pe-
ruspyoraytykselld tila alun perin 16ytyi.
Tyhjan lokeron tapauksessa loppujen 13
bitin siséllolld ei ole merkitystd. Ylivuo-
tolokeron loput 13 bittid sisdltidvit ylivuo-
tolohkon numeron.
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Nyt nikyy, miksi ylivuotolohkoja on
enintddn 8192 kappaletta: ylivuotolinkin
tallettamiseen oli kitevisti tarjolla 13-bit-
tinen muistialue, ja 13 bitilld voi esittidd
enintiddn 8192 eri arvoa.

(Itse asiassa ohjelmassa ei ole eril-
lisid taulukoita perus- ja ylivuotolohko-
ja varten, vaan yksi taulukko, jossa on
262 144-21+48192-6 eli 5 554 176 loke-
roa. Taulukon jakautuminen perus- ja yli-
vuoto-osuuteen ja edelleen lohkoihin ni-
kyy vain siini, miten ohjelmakoodi kiyt-
tdd taulukkoa.)

Listaan lisdttdvit tilat talletetaan pe-
ruslohkoon sen alusta alkaen kunnes pe-
ruslohko tdyttyy. Jos sen jdlkeen vield tu-
lee tila, niin otetaan kidyttddn ylivuoto-
lohko. Peruslohkon viimeinen tila siirre-
tdadn ylivuotolohkon ensimmadiseen loke-
roon; uusi tila talletetaan ylivuotolohkon
toiseen lokeroon; ja peruslohkon viimei-
nen lokero muutetaan ylivuotolokeroksi,
jonne talletetaan ylivuotolohkon numero.
Tarvittaessa listaa jatketaan toiseen yli-
vuotolohkoon ja niin edelleen. Ylivuoto-
lohkot otetaan kadytt6on numerojarjestyk-
sessd.

Tilaa etsitdin tietorakenteesta valitse-
malla sen indeksin mukainen perusloh-
ko, ja tutkimalla sen lokeroita perijilkeen
kunnes etsityn tilan loppuosa 16ytyy, tai
kohdataan tyhjd lokero tai ylivuotoloke-
ro. Viimeksi mainitussa tapauksessa siir-
rytddn lokeron ilmoittaman ylivuotoloh-
kon alkuun ja jatketaan etsintdi sielta.

Tdssd vaiheessa on helppo néhda,
miksi jaoin sotketun tilan 18-bittiseen in-
deksiin ja 13-bittiseen loppuosaan. Loke-
ron koon kannattaa olla tavun monikerta,
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koska muutoin jouduttaisiin etsiméin ti-
lan loppuosia vaihtelevista kohdista tieto-
koneen tavuja, miki olisi hidasta ja han-
kalaa. Kolme bittid riittdd esittimédn pyo-
rdytyssuuntatiedon ja jéttda juuri sopivas-
ti kaksi ylimédrdistd arvoa, joita saatoin
kayttdd tarkoittamaan tyhjdd lokeroa ja
ylivuotoa.

Kaksitavuisilla lokeroilla tilan lop-
puosaa varten jad 13 bittid. Télloin listoja
tulee mainitut 262 144 kappaletta ja lis-
tan keskipituudeksi tulee noin 14, mitki
molemmat ovat hyvid médrii. Jos lokeros-
sa olisi vain yksi tavu, olisi listoja noin
67 miljoonaa, mikd olisi suurta tuhlaus-
ta, koska talletettavia tiloja on vain noin
3,7 miljoonaa. Jos taas lokerolle varattai-
siin kolme tavua, tulisi listoista hyvin pit-
kid (keskimidrin 3588 tilaa), jolloin listan
selaaminen tilan 16ytdmiseksi olisi hidas-
ta.

5 Muistin kulutuksen
analysointia

Edelld kuvaamani hajautustaulu kayttad
hieman yli 11 miljoonaa tavua muistia.
Koska map-pohjainen tietorakenne kulut-
ti ldhes 90 miljoonaa tavua, on parannus
huomattava.

Uusi ohjelma toimii moitteettomasti
nyt jo ikivanhassa lapparisséni, eikd kiin-
tolevyasema rapise. Kaikkien saavutetta-
vien tilojen muodostaminen kestié lappa-
rissdni noin 105 sekuntia.

Tyopaikan jaredmpi kone on vaih-
tunut sitten ensimmdisten kokeiden, jo-
ten en endd voi tehdd silld mittauksia.
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Nykyiselld tyopaikan koneella olen saa-
nut kahdenlaisia, keskenidin odottamatto-
man erilaisia mittaustuloksia, koska C++-
kadntdjdkin vaihtui. Nykyinen kone jak-
saa ajaa C++:n map-rakenteeseen perustu-
van ohjelman, ja kiyttda siihen nykyiselld
kaantdjalla 98 sekuntia (aiemmalla kédn-
tdjalla 106 sekuntia). Kiintolevy ei rapise,
mutta muista seikoista huomaa, ettd muis-
ti alkaa kédydid vdhiin. Sama kone ajaa uu-
den ohjelmani noin 20 sekunnissa (aiem-
min 23).

Kuten edelld kerroin, valitsin perus-
lohkon ja ylivuotolohkon koot kokeile-
malla. En endd muista, kuinka monta koet-
ta tarvitsin ja kauanko siind meni, mut-
ta muistelen, ettid 10ysin pian arvot, joil-
la tila-avaruuden muodostaminen onnis-
tui. Tamé on helppo uskoa, koska listan
keskipituus oli etukiteen tiedossa. Jos pe-
ruslohkon kooksi asetetaan se kerrottu-
na kahdella eli 28, niin valtaosa listoista
mahtuu peruslohkoonsa. Koska perusloh-
koja on 262 144 kappaletta ja ylivuoto-
lohkoja vain 8192 kappaletta, ei ylivuoto-
lohkon koolla ole suurta merkitystd muis-
tin kulutuksen kannalta. Laitetaan kooksi
vaikka sama 28.

Niilld arvoilla muistin kulutus on run-
saat 15 miljoonaa tavua. Se mahtuu lappa-
riini hyvin: ajoaika on 106 sekuntia.

Sen jilkeen oli helppo etsid haarukoi-
malla optimaalinen arvo ensin perusloh-
kon koolle ja sitten ylivuotolohkon kool-
le.

Laskeskellessani tietorakenteeni
muistinkulutusta huomasin hatkdhdytti-
vin seikan. Vaikka 2 x 2 x 2 Rubikin
kuution tilojen joukko on kaikkea muu-
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ta kuin satunnainen, voidaan talletetun
joukon alkiot olettaa satunnaisiksi, koska
tietorakenne aloittaa tilan kisittelyn sot-
kemalla sen. Tietorakenteeni tallettama
joukko siséltda siis 3 674 160 kappaletta
satunnaisia 31-bittisid alkioita, miki te-
kee yhteensd noin 114 miljoonaa bittid
eli 14,2 miljoonaa tavua informaatiota. Se
on enemmén kuin tietorakenteeni kaytti-
mit 11,1 miljoonaa tavua! Sitdpaitsi tie-
torakenteeni tallettaa joukon lisiksi myos
pyOrdytyssuuntia.

Miten on mahdollista tallettaa joukko
pienemmaissd méardssd muistia kuin sen
informaatiosisiltd on? Ei mitenkéin. Tal-
letetun informaation mé#ré on todellisuu-
dessa paljon vihemmién kuin 14,2 miljoo-
naa tavua.

Laskelma on kylld sikili oikein, et-
td mik4 tahansa tietorakenne, joka tallet-
taa jokaisen alkion sellaisenaan erikseen,
kdyttdd ainakin mainitut 14,2 miljoonaa
tavua. Tavalliset hajautustaulut, binéériha-
kupuut jne. toimivat niin, joten niitd kiyt-
tamalla ei voi padstd alle 14,2 miljoonan
tavun. Koska ne tarvitsevat muistia hyoty-
kuorman lisédksi osoittimiin, joilla rakenne
pidetdédn koossa, on niiden muistinkulutus
itse asiassa paljon suurempi, mistd ndim-
me esimerkin tdmin tarinan alkupuolella.

Jos alkiot sijoitetaan perdkanaa isoon
taulukkoon, niin osoittimia ei tarvita ja
14,2 miljoonaa tavua muistia riittdd. Vali-
tettavasti sellaisesta rakenteesta etsiminen
on toivottoman hidasta (paitsi jos tauluk-
ko pidetdidn jirjestyksessd, jolloin siihen
lisdaminen on toivottoman hidasta).

Mutta 14,2 miljoonan tavun alle on
siis mahdollista pédstd, vieldpd nopeal-
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la tietorakenteella. Jos 14,2 miljoonaa ta-
vua ei ole todellinen muistin kdyton infor-
maatioteoreettinen alaraja, niin mika sit-
ten on?

Todellinen alaraja on

u!

logy —
082 n!(u—n)!

ey
bittid, missd u = 23! =2 147 483 648 on
kaikkien 31-bittisten lukujen miird, ja n
= 3 674 160 on talletettavan joukon ko-
ko. Se on sen luvun 2-kantainen logarit-
mi, joka ilmoittaa, kuinka monta erilaista
n-alkioista joukkoa voidaan muodostaa u-
alkioisesta perusjoukosta.

2 147 483 648! on sangen epiamiellyt-
tavd laskea, mutta hyodyntamailld Abra-
ham de Moivren 1730 julkaisemaa kaavaa
— joka tunnetaan Stirlingin kaavana Ja-
mes Stirlingin mukaan [2, s. 599] — saa-
daan (1):1le sangen tarkka likiarvo

nw' +1,44n

missd w' = log, u—log, n.

Luvulla w' on mielekés tulkinta: Mer-
kitddn alkion bittien midrdd symbolilla
w sanasta “width” (siis w = log, u). Jot-
ta voisi olla olemassa n erilaista alkiota,
on alkiossa oltava ainakin log, n bittid, eli
on oltava w > log, n. w' on tdmain lisdksi
alkiossa olevien, ikddn kuin “ylimiérdis-
ten” bittien maird. Kaava sanoo, ettd al-
kiota kohti on vilttimétonti tallettaa aina-
kin sen “yliméadrdiset” bitit sekd noin 1,44
bitti4. w’ on muistin kulutuksen analyysis-
sé parempi parametri kuin w, koska n ja w’
voivat saada arvonsa ja ldhestyd ddretontd
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toisistaan riippumatta, mutta n ei voi kas-
vaa rajatta ellei w kasva rajatta.

Kaavan antama likiarvo on 2 x 2 X
2 Rubikin kuution tapauksessa noin 4,88
miljoonaa tavua.

Kaava voidaan johtaa seuraavasti.

Tylsé laskelma. Kirjan [1] kaava 6.1.38
(Stirlingin kaavan erds versio) sanoo, etté
kun x > 0, niin

X! = V2t e )

missd 0 < 6 < 1. Niinpd log,n! >
nlog, n —nlog, e, ja edelleen

u!

logs —
082 n!(u—n)!

1 u! 1 |
= log; m —logy 1

< log,u" —nlogyn+nlog,e

= n(logyu—logyn)+nlogye. (3)
Toisaalta

) u!

ngn!(u—n)!
" o u u—1 u—n-+1
e I T
> log, (E)n = n(logyu —log, n).

n

Merkitsemélld w' = log, u—log, n ja kiyt-
tamilld log, e:lle likiarvoa 1,443 saadaan
edelliset muotoon

nw' < (1) < nw' +1,443n.

Kaavaa (3) johdettaessa tehdyistd li-
kiarvoistuksista merkittivin on lausek-

keen (ufln)! korvaaminen ylélikiarvolla
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u". Sen vaikutusta voi arvioida tekemil-
14 vastaavan likiarvoistuksen toisin péin,
eli laskemalla myos lausekkeen (1 —n+
1)", ja vertaamalla tulosten 2-kantaisia
logaritmeja. Ndin ndhdédn, ettd kaytti-
milldmme n:n ja u:n arvoilla on virhe
alle 10 000 bittid. Toinen likiarvoistus
on kaavan (2) tuottamien vidhennettivien
log, v/2m, %logzn ja %logze poisjéatta-
minen. Téstd aiheutuva virhe on hyvin
pieni, noin 12 bittia.

Kaavalla (3) saatava ylilikiarvo 4,884
miljoonaa tavua poikkeaa siis oikeasta ar-
vosta alle 0,002 miljoonaa tavua.

Pyordytyssuunnat siséltiavit yhteensa
log, 6° 674 160 bittiz ~ 1,19 miljoonaa ta-
vua informaatiota, joten kaiken kaikkiaan
tarvitaan vihintddn 6,07 miljoonaa tavua.
T4ama on todellinen ehdoton alaraja, johon
kiytettyd 11,1 miljoonaa tavua on miele-
késtd verrata.

Jos tarkkoja ollaan, niin laskelmassa
pitiisi ottaa huomioon myds se, ettd lopul-
linen joukko ei ilmesty kerralla valmiina,
vaan muodostetaan lisddmalla alkioita yk-
si kerrallaan. Pitiisi siis laskea, montako
enintddn n-alkioista joukkoa on olemassa,
ja ottaa tdmén luvun logaritmi:

4 u!
logz kgo m . (4)

Niin saatava luku poikkeaa kuitenkin lu-
vusta (1) vahemmén kuin yhden bitin.

Tylsd laskelma. Nimittdin, tapaukses-

. +1 . .
samme patee O<n< MT N11npa

u!

k—D)lu—(k—1))!
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_ k u!
u—k+1 kl(u—k)!
< 1 u!
2 kNu—k)!

kun 1 <k <n, joten

On ehkd hyvd korostaa, ettd kaavo-
jen (1) ja (4) ilmaisemat alarajat rajoit-
tavat keskimdidrdistd tapausta. Ne eivit
tee mahdottomaksi paasti yksittdisissd ta-
pauksissa huomattavasti rajan alle. Ne
kuitenkin takaavat, ettd sellaiset tapauk-
set ovat ddrimmdisen harvinaisia. Oli jou-
kon esitystapa ihan miké tahansa, niin jos
valitaan joukko satunnaisesti, niin muistin
kulutus kyseiselld esitystavalla on ainakin
teoreettisen alarajan suuruinen hyvin suu-
rella todennikoisyydelld vaikka ei tdysin
varmasti.

Mainittakoon kuriositeettina, ettd on
olemassa hyvin yksinkertainen mutta toi-
vottoman hidas tietorakenne, jolla péis-
tddan varsin ldhelle teoreettista alarajaa.
Sen muistinkulutus on vililld naw’ +1,91n,
..., nw' + 2n riippuen siitid, miten w’ kat-
keaa kokonaisluvuksi.

Alkio jaetaan indeksiin ja loppuosaan
kuten 2 x 2 x 2 Rubikin kuutiolle op-
timoidussa hajautustaulussakin. Indeksin
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koko on [log, n] ja loppuosan |w'] bittid.
Merkitédn ¢ = w' — |w'], joten 0 < ¢ < 1
ja|lw]=w—c

Tietorakenne koostuu bittijonosta, jos-
sa on sikin sokin kahdenlaisia yksikoita:
“1” ja “0b1by---b,y_.”, missd b;:t ovat
bittejd. O-alkuinen yksikko tarkoittaa, ettd
tietorakenteessa on luku x2"' ¢ + b, missi
b =Y h2" " on kyseisen yksikon
sisdltdma binddriluku, ja x on kyseistd yk-
sikkod edeltdvien muotoa “1” olevien yk-
sikdiden maéara.

Kun bittijonoa selataan alusta alkaen,
voidaan yksikon laji ja siksi myds pi-
tuus aina tunnistaa sen ensimmdiisen bi-
tin perusteella. Jonon loppuminen tunnis-
tetaan siité, ettd on kohdattu n kappaletta
0-alkuisia yksikoitd. Vaihtoehtoisesti jo-
non perddn voidaan lisdtd niin monta yli-
madrdistd “1-yksikkod, ettd “1-yksikoiden
kokonaismiéra on n2¢. Télloin jonon lop-
puminen tunnistetaan kohdattujen “1”-yk-
sikdiden midristd, ja rakenne pystyy esit-
tamidn myos alle n-alkioisia joukkoja.

0-alkuisten yksikoiden etunollia on
kaikkiaan n kappaletta ja b;-bittejd n(w' —
¢) kappaletta. “1”-yksikoiden médrdksi
riittdd n2¢ — 1, koska siten ylletdidn lukuun
(n2c —1)2 ¢4 _1=p2¥ —1 =
u — 1 asti, kuten pitddkin. Kaikkiaan siis
tarvitaan n+n(w' —c¢) +n2°—1 =nw' +
n(1+2¢—c)— 1 bittid. Lauseke 1 +2°—¢
saa arvon 2 vilin 0 < ¢ < 1 péissd. Vi-
lin sisdlld arvo on tétd pienempi, minimin
ollessa 1 +log, e —log,log, e =1+ ﬁ +

Inln2

o ~ 1,91 kun ¢ = log, log, e =~ 0,53.
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6 Listojen pituuksien
jakauma

Loistavasta menestyksestddan huolimatta
tietorakenteeni vaikuttaa erdéssd suhtees-
sa sangen tehottomalta. Nimittdin, se si-
saltad tilaa yli 5,5 miljoonalle alkiolle.
Siis ldhes 1,9 miljoonaa eli kolmasosa sen
lokeroista on tyhjii.

Suurin osa tyhjistd lokeroista on pe-
ruslohkoissa. Koska tiloja on 3 674 160
ja listoja 262 144, on listan keskipituus
noin 14,02. Kuitenkin edelld todettiin, et-
td ylivuotomekanismista huolimatta saa-
vutettavat tilat eivdt mahdu tietorakentee-
seen, ellei peruslohkon koko ole véhintédin
21. Miksi peruslohkon on oltava néin iso?

Vastaus paljastuu tutkimalla taulu-
kon 2 kahta ensimmaistéd saraketta “pit.”
(pituus) ja “tod.” (todellinen). Sarakkees-
sa “pit.” oleva luku ilmoittaa listan pituu-
den, ja sarakkeen “tod.” luku kertoo, kuin-
ka monta niin pitkdi listaa tietorakenne
siséltdd kun kuution koko tila-avaruus on
muodostettu. Havaitaan, ettd 4971 + 3162
+--- 4+ 1 =12 574 listaa on pitempid kuin
20 tilaa. Siis ylivuotolohkot loppuvat kes-
ken, jos peruslohkon koko on 20 tai va-
hemmin.

Taulukosta 2 nékyy, ettd aika moni lis-
ta on pituudeltaan huomattavasti yli kes-
kiarvon. Pisimmin listan pituus on pera-
ti 33. Tdma havainto voi houkutella epii-
lemidn, ettd kdytetty sotkemisalgoritmi ei
satunnaista tiloja kunnolla. Téstd ei kui-
tenkaan ole kyse.

Todellista syytd voi havainnollistaa
pienelld ajatusleikilld. Kuvitellaan, ettd



Valmari

pit. tod. teor. eis.
0 0 0,2 7621
1 3 3,0 16878
2 22 20,9 20427
3 82 97,7 19144
4 344 343,0 16106
5 969 962,6 13740
6 | 2247  2251,0 11556
7 | 4404 45115 9132
8| 7948 79109 6682
9 | 12297 12328,8 4498
10 | 17436 17290,5 3005
11 | 22088 22041,7 2038
12 | 25380 257539 1864
13 | 28057 277732 2022
14 | 28004 27808,0 2622
15 | 26055 25983,5 3444
16 | 22399 22758,5 4425
17 | 18753 187589 5441
18 | 14783 14601,4 6305
19 | 10810 10765,8 6948

67
pit. | tod. teor.  eis.
20 | 7489 7540,0 7492
21 | 4971 5028,6 8119
22 | 3162 3200,9 8387
23 | 1997 1948,7 8420
24 | 1156 1136,8 7972
25| 600  636,5 7617
26 | 360 342,77 7470
27 | 168  177,6 6742
28 89 88,8 6149
29 42 42,8 5442
30 18 20,0 4734
31 9 9,0 4110
32 1 3,9 339
33 1 1,7 2887
34 0,7 2327
35 0,3 1928
36 0,1 1403
37 0,0 1047
38 0,0 779
39 0,0 559

Taulukko 2: Listojen pituuksien jakaumia

listoja olisikin 367 416 kappaletta, niin et-
td listan keskimiidrdiseksi pituudeksi tu-
lee tasan 10. Ainoa tapa saada tilat jakau-
tumaan listoihin aivan tasan on, ettid juu-
ri ennen viimeisen tilan lisdadmistd yhdes-
sd listassa on yhdeksin tilaa ja jokaises-
sa muussa kymmenen, ja sen jilkeen vii-
meinen tila osuu ainoaan vajaamittaiseen
listaan. Miké on todennikoisyys, ettd vii-
meinen tila osuu sinne minne pitdd? Se
on ﬁ eli noin 0,0003%. On siis la-
hes varmaa, ettd kaikista listoista ei tule
samanpituisia.

Témai ilmid vaikuttaa tietenkin my0s
muita kuin viimeistd tilaa liséttdessd. Se
vaikuttaa huomattavasti listojen pituuk-
sien jakaumaan. Jakauman tarkka kaava
on (kuten kohta esitettivd tylsd laskel-
ma ndyttdd) hankala rydpsihdys kertomia,
mutta jakauma noudattaa varsin tarkas-
ti seuraavaa, helposti taskulaskimellakin
laskettavaa lakia, joka tunnetaan Poisso-
nin jakaumana:

nh* _
e h S

Laissa n = 3 674 160 kuten ennenkin, &

my
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on listojen keskiméérdinen pituus eli noin
14,02, e on luonnollisen logaritmijérjes-
telmén kantaluku, ja my; ilmoittaa, kuinka
monen listan pituus on k. :n médritelmis-
td johtuen listojen médrd on 7 = 262 144.

Tylsi laskelma. Olkoon u = 23! kuten
tahdnkin asti, ja merkitadn [ = u”. Siis
[ = 8192 eli niiden erilaisten bittiyhdistel-
mien méiird, jotka joutuisivat samaan lis-
taan, jos kaikki syntaktisesti mahdolliset
tilat liséttdisiin tietorakenteeseen.

Jos johonkin listaan on osunut i tilaa
ja muihin listoihin yhteensd j tilaa, niin
seuraava tila osuu kyseiseen listaan toden-
nikoisyydelld f:ij ja muualle todenni-
koisyydella % On olemassa kaikkiaan

n!

A tapaa heittdd n tilaa listoihin si-
ten, ettd tarkasteltavaan listaan tulee tasan
k tilaa. Yksittdisen téllaisen tavan toden-
nikoisyyden ilmaisee tulo, jonka osoitta-
jassaonluvut/, [ —1,...,I—k+1,u—1,
u—I—1,...,u—I—(n—k)+1 janimitti-
jassdu,u—1,...,u—n+1, vaikka ei vilt-
tamattd tdssi jarjestyksessd. Niinpd luvun
my, tarkka arvo on

n n! Nu—0)!(u—n)!
hk!(n—k)! (I—k)!(u—1—n—+k)lu!

Meitd kiinnostavat vain pienet k:n

arvot. Koska k < | < n < u, pi-

tee n! Y (w=0! __
=kt ~ M e TR T

- —n)! _

w o i~ =) =
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moonx=hk (1—1)" (1-2) % x pheh,

koska (1— g)fk ~lja(l1- ?)l ~eh

Taulukon 2 sarakkeessa “teor.” (teo-
reettinen) on tarkalla kaavalla numeeri-
sesti laskettu teoreettinen ennuste listojen
maédrille pituuden funktiona. (Likimaérii-
sen kaavan (5) antamat luvut poikkeavat
tarkoista luvuista alle 2,3% kun pituus <
35.) Ainakin silmidmairdisesti tarkasteltu-
na teorian ja todellisuuden vilinen vastaa-
vuus on erinomainen.

Samaa aineistoa kuin taulukossa 2 on
kuvassa 6. “2-kertainen satunnaistus” on
sama kuin taulukon 2 “tod.” (nimi “2-...”
saa kohta selityksen). Kuvassa on muka-
na myos Poissonin jakauma vaakaviivoi-
na, mutta se poikkeaa tarkasta teoreetti-
sesta jakaumasta niin vihén, ettd se erot-
tuu vain muutamassa kohdassa jos niissi-
kadn.

Epdilemittd on olemassa jokin tilasto-
tieteellinen testi, jolla voisi vahvistaa sen
johtopiitoksen, ettd mitattu jakauma tis-
méié teoriaan. Meille on kuitenkin tarjol-
la helpompi keino: lasketaan teorian en-
nustama muistin kulutus ja verrataan si-
td todelliseen. Listojen pituusjakaumasta
on helppo laskea, kuinka isoja perus- ja
ylivuotolohkojen on oltava, jotta kaikki
tilat mahtuisivat tietorakenteeseen. (Las-
kelmassa tdytyy ottaa huomioon, ettd jo-
kaista ylivuotolohkoa kohti menee yksi lo-
kero “hukkaan” ylivuotolinkin tallettami-
seen. Pyoristin teoreettisen jakauman lu-
vut kokonaisluvuiksi siten, ettd listojen ja
tilojen kokonaisméérit olisivat pyoristys-
virheistd huolimatta mahdollisimman tar-
koin oikeat.)
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+ = tarkka teoreetinen jakauma
— = Poissonin jakauma

e =i satunnaistusta

o = l-kertainen satunnaistus

X = 2-kertainen satunnaistus

Kuva 6: Listojen pituusjakaumia kuvana

Teoria suosittelee niitd lohkokokoja
mitd todellisuudessa kdytetiin, ja sen en-
nustama muistin kulutus on 11,106 mil-
joonaa tavua. Todellinen luku on 11,105
miljoonaa tavua. (Nditd lukuja laskiessa-
ni otin huomioon vain kdytossa olevat yli-
vuotolohkot, koska silld tavalla mahdolli-
set erot ndkyvit varmemmin. Jos ylivuoto-
lohkojen miiréna pidetdédn aina 8192, ku-
ten aiemmin tein, ei teorian ja kdytdnnon
vilille synny tavuakaan eroa.)

Muistin kulutus on siis erittéin tarkas-
ti teorian mukainen. Tdma ei suoranaises-
ti osoita, ettd todellinen pituusjakaumakin
on teorian mukainen, mutta osoittaa, ettd
se on ainakin yhtd hyvé: vaihtamalla teo-
rian mukaiseen jakaumaan ei muistin ku-
lutusta voitaisi pienentdd. Kuvan 5 satun-
naistamisalgoritmia ei siis tarvitse hylati.

Uteliaisuuttani laskin jakauman ja
muistin kulutuksen my6s ilman tilojen sa-
tunnaistamista, sekd satunnaistamisalgo-
ritmin muutamalla muunnelmalla. [lman

satunnaistamista saatava jakauma on tau-
lukon 2 sarakkeessa “ei s.” (ei satunnais-
tamista), ja se nikyy myos kuvassa 6. Lis-
tanpituudet 40, ..., 57 on jdtetty pois ti-
lan sdastdmiseksi. Se on silmin nidhden ai-
van toisenlainen kuin teoreettinen jakau-
ma. Peruslohkon koko olisi 34, ylivuoto-
lohkon 7, ja muistia kuluisi 17,9 miljoo-
naa tavua.

Jos satunnaistamisalgoritmi tekisi
vain kerran sen, minkd kuvan 5 algorit-
mi tekee kahdesti, olisi muistin kulutus
yhi 11,9 miljoonaa tavua. Kolmella tois-
tolla kulutus olisi 11,1 miljoonaa tavua,
samoin neljdlld. Yksi satunnaistamiskier-
ros on siis vield puutteellinen, mutta kaksi
tai enemmén satunnaistaa timén kaytto-
tarkoituksen kannalta tdydellisesti.

Kokeilin senkin, mit4 tapahtuu, jos ti-
lan bittiesitys kddnnetdédn takaperin ennen
kayttod. Silloin indeksiin poimitaan eri bi-
tit kuin tdhin asti. [lman satunnaistamis-
ta jakauma muuttui entistdkin omituisem-
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maksi, ja edellytti yli 28 miljoonan ta-
vun kayttod (178 400 tyhjad listaa, suu-
rin listan pituus on 60, jakauma pomppii
ylos alas kaoottisen ndkoisesti: esimerkik-
si toiseksi ja kolmanneksi korkeimmat pii-
kit 28 062 ja 8764 ovat kohdissa 54 ja
42). Kaksinkertaisella satunnaistamisella
jakauma palasi hyvin ldhelle teoreettista
vaikka ei identtiseksi aiemman kokeelli-
sen jakauman kanssa, tuottaen taas muis-
tinkulutukseksi noin 11,1 miljoonaa ta-
vua.

Joskus on mahdollista kéyttdad jakau-
man vinoutta hyvéksi tietorakenteen suun-
nittelussa muistin sddstamiseksi. Jos esi-
merkiksi minkén listan pituus ei ylittii-
si 16, niin silloin valitsemalla perusloh-
kon kooksi 16 viltyttiisiin ylivuodoilta
kokonaan, ja noin 8,4 miljoonaa tavua
muistia riittdisi. Vinouden hyddyntdminen
on kuitenkin mahdollista vain jos tila-
avaruudesta pystytddn tunnistamaan jo-
kin sopiva rakenteellinen sddnnollisyys.
Se onnistuu joskus mutta usein ei, ja kun
se epdonnistuu, voi tulos olla todella huo-
no, kuten edelld ndhtiin. Sen sijaan sa-
tunnaistamiseen perustuva lihestymistapa
toimii riippumatta siitd, minkélainen alku-
periinen jakauma on.

7 Yleinen hyvin tiivis
hajautustaulu

Taulukon 2 perusteella on selvdd, ettd
muistin kulutusta voisi vieldkin vihentidd
pienentdmailld peruslohkon kokoa ja kas-
vattamalla ylivuotolohkojen maérdd. Yli-
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vuotolinkin pituutta pitdisi silloin kasvat-
taa. Tamén voi tehdd ottamalla kiyttoon
uuden taulukon, jossa on jokaista lohkoa
kohti kyseisen lohkon lopussa (mahdolli-
sesti) olevan ylivuotolinkin tdydennysbi-
tit.

En ole tehnyt téllaista ohjelmaa, mut-
ta laskin jakauman avulla, kuinka paljon
se kuluttaisi muistia, jos ylivuotolinkki
kasvatettaisiin 17-bittiseksi. Peruslohkon
kooksi tulisi 15, ylivuotolohkon 4 ja muis-
tin kulutukseksi 8,98 miljoonaa tavua (tai
8,94 miljoonaa tavua, jos vain tarpeelli-
set ylivuotolohkot toteutetaan). Satunnais-
tamaton ohjelma kuluttaisi edelleen 12,6
miljoonaa tavua ja kertaalleen satunnais-
tettu 9,2 miljoonaa.

En tehnyt tillaista ohjelmaa, koska
se vapauttaisi tietorakenteeni vain yhdes-
td tietokoneiden sanapituuden asettamas-
ta keinotekoisesta rajoitteesta. Toinen ra-
joite on indeksin ja tilan loppuosan vi-
lisen rajan sijainti: mikddn ei takaa, et-
td jakosuhde 18+13 olisi paras. Valitsin
sen vain siksi, ettd siten sain aineiston k-
tevidsti sovitettua 8-bittisiin tavuihin. Sen
sijaan esittelin tietorakenteen jatko-opis-
kelijalleni Jaco Geldenhuysille ja pyysin
hintd kehittdiméaidn yleiskdyttoistd tietora-
kennetta sen pohjalta.

Erindisten vaiheiden jidlkeen Jaco ja
mind pidddyimme seuraavaan ratkaisuun,
jota kutsumme nimelld “very tight hash
table” eli “hyvin tiivis hajautustalu” [3].
Tyhjid lokeroa ja ylivuotoa ei enédéd ilmais-
ta talletettavaan alkioon liitettdvéan oheis-
tiedon kayttimattomilld arvoilla, koska
oheistietoa ei endi vilttdmaittd ole, ja vaik-
ka olisikin, ei silld vilttamatta ole kiytta-
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mittdmid arvoja. Sen sijaan jokaiseen loh-
koon liitetdén laskuri, joka kertoo, kuin-
ka monta alkiota lohkossa on, ja jolla on
yksi ylimédrdinen arvo tarkoittamaan yli-
vuotanutta lohkoa. Ylivuotolohkon lasku-
rin ei tarvitse kyetd ilmaisemaan arvoa
nolla, koska ylivuotolohkoa ei oteta kéyt-
toon, ellei sinne tule jotakin.

Ylivuotolinkille varataan erikseen ti-
laa ylivuotolohkoissa, mutta ei perusloh-
koissa. Jos peruslohko vuotaa yli, niin yli-
vuotolinkki sijoitetaan aivan lohkon al-
kuun, ja sen alle jadvit bitit siirretdén lis-
tan viimeisen lohkon ylivuotolinkkikent-
tddan. Ndin saadaan hyoddynnettyd viimei-
sen lohkon muutoin tarpeettomaksi jadva
ylivuotolinkille varattu tila.

Saadaksemme selville, minkd kokoi-
sia perus- ja ylivuotolohkojen kannattaa
olla ja mistd kohti alkio kannattaa jakaa
indeksiin ja loppuosaan, teimme ison jou-
kon erilaisia simulaatiokokeita sekd mit-
tauksia Jacon tekemilld prototyypilld. Hy-
viksi nyrkkisdédnnoksi osoittautui, ettéd pe-
ruslohkon kooksi kannattaa valita listan
keskipituus ja ylivuotolohkon kooksi kol-
me.

Listojen keskipituudesta ei kannata
tehdd kovin suurta, koska pitkien listojen
selaaminen on hidasta. Sitdpaitsi mitd pi-
temmait listat, sitd vdhemmin indeksissa
on bittejd, joten sitd vihemmén indeksien
kdytto sddstdd muistia. Toisaalta kovin ly-
hyilld listoilla linkkien sekéd kéayttimatto-
mien lokeroiden osuus muistinkulutukses-
ta kasvaa. Listan keskipituudeksi kannat-
taa valita muutama kymmenen.

Analysoimme tietorakenteemme
muistin kulutusta teoreettisesti, ja laskim-
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me teoreettisen kaavan vakioille arvoja
numeerisesti. Saimme tulokseksi muun
muassa, etti jos listan pituus on keskimaa-
rin 20, niin muistin kulutus satunnaisella
joukolla jdi alle

1,13nw' 4 0,04nlog, n+ 5,051
bitin, ja keskipituudella 50 alle luvun
1,07nw’ 4+ 0,02nlog, n+6,12n .

Kaavoista voi kokeilemalla havaita,
ettd ellei talletettavien alkioiden méaérd ole
hyvin pieni verrattuna syntaktisesti mah-
dollisten alkioiden médrdan, jaa tietora-
kenteen muistinkulutus alle luvun aw eli
(alkioiden miérd) - (alkion pituus) ja si-
ten reilusti alle tavallisen hajautustaulun
muistinkulutuksen. Jos talletettavien al-
kioiden miéra on pienehko suhteessa syn-
taktisesti mahdollisten alkioiden midrdan
(< 5%, jos talletettavia alkioita on enin-
tddn miljardi), ja4 tietorakenteen muistin-
kulutus alle 2 kertaa informaatioteoreetti-
sen alarajan.

Hyvin tiivis hajautustaulu on siis sel-
vi parannus esimerkiksi tavalliseen hajau-
tustauluun nihden, mutta ei endd omasta
puolestaan jiti tilaa kovin suurille paran-
nuksille ennen kuin informaatioteoreetti-
nen alaraja tulee vastaan.

Kaavojen perusteella ei voi suoraan
laskea, kuinka paljon hyvin tiivis hajau-
tustaulu kuluttaisi muistia 2 x 2 x 2 Ru-
bikin kuution tapauksessa, koska ne ei-
vit ota huomioon pyordytyssuuntien esit-
tdmisen tarvitsemaa muistia. Tulkitsemal-
la pyordytyssuuntabitit osaksi alkiota saa-
daan kummastakin kaavasta tulokseksi
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bitteja listan muisti | aika sek | aika sek
indeksissi | pituus | 100 tavua | ldppéri | tydasema
15 112,13 9,2 1160 125

16 56,06 9,0 664 74

17 28,03 8,9 410 48

18 14,02 9,0 286 36

19 7,01 9.4 229 30

Taulukko 3: Mittaustuloksia hyvin tiiviilld hajautustaululla

noin 9,0 miljoonaa tavua, miki sopii hy-
vin yhteen tdmin luvun alussa esitetyn
laskelman kanssa.

Kokeilimme Rubikin kuutio
-ohjelmaa hyvin tiivistd hajautustaulua
kéyttden siten, ettd indeksin bittien méaa-
rd vaihteli valilld 15, ..., 19. Pyordytys-
suunnat talletettiin alkion yhteyteen. Tau-
lukossa 3 on tuloksia. Ne tismédivit erin-
omaisesti edelld annettuun teoreettiseen
arvioon. Indeksin koon kasvaessa muis-
tin kulutus aluksi vidhenee ja sitten kas-
vaa, kuten edelld todettiin. Ajan kulutus
kasvaa listan pituuden myotd. Ajan kulu-
tuksen osalta hyvin tiivis hajautustaulu ei
pysty kilpailemaan aiemman tietoraken-
teen kanssa, mutta muistin kdyton osalta
se on selvisti parempi.

Hyvin tiivis hajautustaulu ja siihen
liittyvid teoreettisia, simulaatio- ja mit-
taustuloksia on esitetty julkaisussa [3].

8 Permutaatioiden
indeksointi
Tilan tdydelliselld pakkaamisella tai in-

deksoinnilla tarkoitetaan pakkausmene-
telméd, jonka tuottamat pakatut tilat ovat

binddriluvuiksi tulkittuina vililld O, ...,
n — 1, missd n on saavutettavien tilojen
médrd. Pakattu tila vie siis juuri ja juuri
niin paljon muistia, ettd jokaiselle tilalle
riittdd oma bittiyhdistelma.

Jos tila voidaan pakata tdydellisesti,
niin saavutettavien tilojen joukko voidaan
esittdd hyvin yksinkertaisella, nopealla ja
muistin kédytoltddn tehokkaalla tietoraken-
teella: bittitaulukolla, jota indeksoidaan ti-
lan pakatulla esitykselld, ja jonka sisdltd
kertoo, onko kyseinen tila l6ydetty vai ei.
Jos tilaan liittyy oheistietoa, se voidaan
tallettaa tehokkaasti omaan taulukkoonsa.
Jos oheistiedolla on kéyttdmittomié arvo-
ja kuten 2 x 2 x 2 Rubikin kuution ta-
pauksessa, niin jokin niistd voidaan vali-
ta edustamaan tyhjid, jolloin erillistd bit-
titaulukkoa ei tarvita.

Tallainen ratkaisu tarvitsee 2 x 2 x 2
Rubikin kuution tilojen esittimiseen vain
459 270 tavua muistia. Jos pyordytys-
suunnatkin esitetdsn, niin muistin tarve on
noin 1,4 miljoonaa tavua. Namai luvut ovat
reippaasti alle aiemmin johdetun infor-
maatioteoreettisen alarajan. Téssd ei kui-
tenkaan ole ristiriitaa, silld kyseinen alara-
ja perustuu oletukseen, etti tilat esitetddn
31 bitilld, miki ei enédd pida paikkaansa.
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Kayttokelpoista tdydellistd pakkausal-
goritmia ei tila-avaruussovelluksiin voi
yleensd 10ytdd, koska se edellyttiisi pa-
rempaa ymmarrysté tutkittavasta jirjestel-
mésté kuin on tarjolla. Rubikin kuution ta-
pauksessa tilojen rakenne kuitenkin ym-
mirretddn erinomaisesti. Tilojen vaihte-
lu muodostuu siitd, ettd seitsemai liikku-
vaa nurkkaa permutoidaan eri jérjestyk-
siin, ja kuusi nurkkaa voi olla missi tahan-
sa kolmesta asennosta. Seitseméinnen nur-
kan asento méddrdytyy muiden nurkkien
asennoista.

Asennot on helppo pakata tiydellisesti
tulkitsemalla ne 3-jédrjestelmén luvun nu-
meroiksi. Nurkkien jérjestyksen taydelli-
nen pakkaaminen vastaa kykyé indeksoi-
da permutaatio. Sen tekevé tehokas algo-
ritmi julkaistiin artikkelissa [5].

Kuvissa 7 ja 8 on esitetty ndihin perus-
tuva 2 x 2 x 2 Rubikin kuution tilan tiy-
dellinen pakkaus- ja purkualgoritmi. Al-
goritmin pakkaama tila on luku muotoa
3% p+a, missi a =Y ga; -3 tallettaa
kuuden nurkan asennot, ja p esittidd per-
mutaation. Se on muotoa Y'%_, i!p;.

Luku pg on alkion 6 alkuperdisen pai-
kan numero, ja on vililld O, ..., 6. Luku
ps on alkion 5 paikan numero siini taulu-
kossa, joka saadaan edellisestd taulukosta
vaihtamalla luku 6 ja viimeinen luku kes-
kenédn. Ndin ollen 0 < ps < 5. Ndin jatke-
taan kunnes luku p; on saatu. Tdmén jil-
keen alkio O on paikassa 0. Niinpi vastaa-
valla tavalla méidritelty luku pg olisi aina
nolla, joten sitd ei tarvitse tallettaa.

Kuvan 7 algoritmi vastaa ylld kuvat-
tua, mutta siitd on jdtetty pois sijoitus-
lauseita, joiden kohteena olevaa taulukon
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lokeroa ei jatkossa kiytetd. Samoin ku-
van 8 algoritmista on jitetty turhia toimin-
toja pois. Viimeisen nurkan asennon sel-
vittdiminen perustuu siihen, ettd kaikkien
liikkkuvien nurkkien asentojen summa on
aina jaollinen kolmella, kuten kuvan 2 yh-
teydessi todettiin.

Tilojen tdydelliseen pakkaamiseen pe-
rustuva ohjelma on muistinkulutukseltaan
tietysti ylivertainen muihin nihden: 1,4
miljoonaa tavua (minka liséksi jono tarvit-
see vajaan 6 miljoonaa tavua saavutettu-
jen tilojen joukon esitystavasta riippumat-
ta). Suureksi yllatyksekseni se ei kuiten-
kaan ollut nopein.

Se kulutti lapparissdni aikaa 169 se-
kuntia, mikd on 60% enemmin kuin op-
timoituun hajautustauluun perustuvan oh-
jelman ajan kulutus. Tydasemassa aika oli
28 sekuntia eli 40% hitaampi kuin opti-
moituun hajautustauluun perustuva ohjel-
ma. (Aiemmalla kddntdjilld timi aika oli
ylldttdvin paljon: 67 sekuntia.) Nopeus-
mittauksissa varasin tilataulukolle yhden
tavun tilaa kohti, jotta kolmebittisen ti-
lainformaation sullominen keskelle tavua
ei hidastaisi ohjelmaa. Sellainen tilatau-
lukko kuluttaa 3,67 miljonaa tavua, miki
on edelleen reilusti alle muiden ohjelma-
versioiden tarpeen.

Permutaatioiden indeksointiin perus-
tuvan ohjelman selvd hidvio optimoitua
hajautustaulua kéyttiville oli niin odotta-
matonta, ettd etsin selitystd lopulta tieto-
koneiden liukuhihna-arkkitehtuurien yk-
sityiskohdista ja hain apua Matti Rintalal-
ta. Loppujen lopuksi selitys on yksinker-
tainen.
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pakattu_tila pakkaa()const({
pakattu_tila tulos = 0;
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/* Muodosta suora- ja kdanteispermutaatio */

int A[ 7 ], P[ 7 1;
for( int i1 = 0;

i1 < 7; ++i1 )¢

A[ i1 ] = sisalto[ i1 ] / 3; P[ A[ i1 ] ] = 1i1;
}
/* Pakkaa nurkkien sijaintipermutaatio */
for( int i1 = 6; il > 0; --il1 ){

tulos = (il + 1 ) * tulos + P[ il ];

A[ P[ i1 1 ] =A[ i1 ]; P[ A[ i1 ] 1 =P[ i1 1;

/* Pakkaa nurkkien asennot viimeistd nurkkaa lukuunottamatta.
Sen asento maddrdytyy muiden asennoista. */

for( int il = 5;
tulos *= 3;

return tulos;

il >= 0; —-1i1 ){
tulos += sisalto[ il ]

o\

3;

Kuva 7: Permutaatioiden indeksointiin perustuva tilanpakkausalgoritmi

Kumpikin ohjelma kéyttdd suurimman
osan ajastaan tilojen pakkaamiseen ja pur-
kamiseen sekd pakattujen tilojen etsimi-
seen saavutettujen tilojen tietorakenteesta.
Vaikka etsiminen hajautustaulusta edel-
lyttdd listojen selaamista ja tilan loppuo-
san kaivamista esiin tavupareista, ei sii-
hen mene kohtuuttomasti aikaa, koska lis-
tat eivit ole kovin pitkid ja aina samassa
kohdassa tavuparia olevan tiedon késittely
on nopeaa.

Toisaalta kuvien 7 ja 8 algoritmit
yksinkertaisuudestaan huolimatta tekevit
useita kymmenid operaatioita enemmén
kuin hajautustaulun yhteydessd kaytetti-
vit pakkaus- ja purkualgoritmi, jotka toi-
mivat samoin kuin asentojen kisittely ku-
vien algoritmeissa, paitsi ettd jokaisen
nurkan asento talletetaan. Siis tdydelli-
seen pakkaamiseen perustuva ohjelma te-
kee kaiken kaikkiaan huomattavasti enem-
maén tyota.
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void pura( pakattu_tila pt ){
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/* Puretaan nurkkien asennot viimeistd lukuunottamatta */

for( int 11 = 0; il < 6; ++il1 ){
sisalto[ i1 ] = pt % 3; pt /= 3;

}

sisalto[ 6 ] = 0;

/* Puretaan nurkkien sijainnit */

int A[ 7 ]; A[ 0 ] = 0;

for( int il = 1; 1l < 7; ++1il ){

int paikka = pt % (11 + 1 ); pt /= il + 1;
A[ i1 ] = A[ paikka 1; A[ paikka ] = il;

}

for( int il = 0; il < 7; ++il ){

sisalto[ i1 ] += 3 * A[ il 1; }

/* Selvitetddn viimeisen nurkan asento muiden funktiona

(Paikka selvisi automaattisesti edelléd)

int jk = 120;
for( int 11 =
sisalto[ 6 ] += jk

0; il < 6; ++il ){
3;

oe

*/

// niin iso 3:n kerrannainen, ettd jk sdilyy >= 0

jk -= sisalto[ il ]; }

Kuva 8: Permutaatioiden indeksointiin perustuva tilanpurkualgoritmi

9 Lopuksi

Tavoitteiltaan alun perin vaatimaton ohjel-
mointikokeeni johti siis moniin havaintoi-
hin, entistd paremman tietorakenteen ke-
hittimiseen ja (tihdn mennessd) yhteen
julkaisuun.

Havainnoista ensimmdinen oli, ettid
laadukkaatkin valmiit tietorakenteet voi-
vat olla yllattavin tehottomia. Tilannetta
varten optimoidulla omalla tietorakenteel-
la voi pédstd samanaikaisesti sekd muistin

ettd ajan kulutuksen osalta huomattavas-
ti parempaan tulokseen. Satunnaisen n-
alkioisen joukon esittimiseen tarvittavan
muistin médrédssd voidaan pédsti jopa alle
ensi nikemaltd periaatteelliselta alarajalta
vaikuttavan luvun nw, missid w on alkion
pituus bitteind — ja ohjelma on silti no-
pea.

Koska nw ei ole todellinen tarvitta-
van muistin mééran informaatioteoreetti-
nen alaraja, herdsi kysymys, ettd miki
sitten on. Vastaus on suunnilleen nw —
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nlog, n+1,44n, kun w > log, n. Tdimi on
tilastollinen alaraja — yksittédistapauksis-
sa se voidaan alittaa, mutta keskimaarii-
sessd tapauksessa muistia tarvitaan aina-
kin tdimén verran.

Jos alkioita nakellaan satunnaisesti lis-
toihin niin ettd jokainen lista on aina yhtd
todennikoinen, niin listojen pituuksien ja-
kauma on ylléttédvin vino. 2 x 2 x 2 Rubi-
kin kuution tapauksessa pisin lista oli pi-
tuudeltaan yli kaksinkertainen keskiméai-
rdiseen listaan verrattuna. Kolme listaa oli
yksialkioisia, vaikka keskipituus oli sen-
tddn 14.

2 x 2 x 2 Rubikin kuution saavutetta-
vien tilojen tallettamiseksi suunniteltu tie-
torakenne aloittaa tilan késittelyn satun-
naistamalla sen. Jos tiloilla tiedetdin ole-
van sddnnollistd rakennetta, niin sitd hyo-
dyntdmalld voi sddstdd muistia. Usein on
kuitenkin niin, ettd kdyttokelpoista sdin-
nonmukaisuutta ei tunneta. Tédllaisessa ti-
lanteessa sdiannonmukaisuus voi olla hai-
taksi. Niin todella kévi: tietorakennetta
kokeiltiin my0s ilman satunnaistamista,
jolloin muistin kulutus kasvoi melkoisesti.

Jos kiyttokelpoista sddnnonmukai-
suutta ei ole, niin Sitd ei voi miten-
kdidn luoda. Satunnaisuuden osalta tilan-
ne on toisin: vaikka aineisto ei olisi alun-
perin satunnainen, se voidaan satunnais-
taa. Tami tekee satunnaisuuteen luotta-
vista ratkaisuista yleispétevid. Satunnais-
tamalla menetetddn mahdollisuus hyodyn-
tdd sdannollistd rakennetta, mutta samal-
la véltetddn myos vaara, ettd jokin ennalta
arvaamaton saannomukaisuus toimii valit-
tua tietorakennetta vastaan ja pilaa sen te-
hokkuuden.

Rubikin kuution opetukset

2 x 2 x 2 Rubikin kuution tapaukses-
sa kokeiltiin myos tilojen rakenteen sdin-
nollisyyden hyodyntdmistd. Koska tiedet-
tiin tilan olevan yhdistelmi 7-alkioises-
ta permutaatiosta ja kuudesta yksittdises-
td kolmiarvoisesta tiedosta, oli mahdollis-
ta laatia nopeat algoritmit, jotka pakkasi-
vat ja purkivat tilan tidydellisesti. Taydel-
linen pakkaaminen tarkoittaa, ettd jokai-
nen tila sai yksil6llisen numerokoodin, jo-
ka on pienempi kuin tilojen mééri. Tdy-
dellisesti pakatuissa tiloissa ei siis ole yh-
tddn enempéd informaatiota kuin tarvitaan
yksiloimiin tila.

Tilan tdydellinen pakkaaminen mah-
dollistaa tila-avaruuden esittdmisen yksin-
kertaisena taulukkona, jonka kisittelyope-
raatiot ovat erittdin nopeita. Niinpi oli yl-
latys, kun paljastui, ettd taydelliseen pak-
kaamiseen perustuva ohjelma oli olennai-
sesti hitaampi kuin optimoituun hajautus-
tauluun perustuva.

Vaikka tidydellinen pakkaaminen ja
purkaminen ovat nopeita operaatioita,
ovat alkioiden satunnaistamiseen ja opti-
moituun hajautustauluun perustuvan oh-
jelman kiayttamét hyvin yksinkertainen
pakkaus ja purku vieli nopeampia. Ne
ovat niin paljon nopeampia, ettd pak-
kaamisen ja purkamisen aikana saavutet-
tu ajan sddstod riitti moninverroin hyvit-
tdmidn satunnaistamisessa ja monimut-
kaisemman tila-avaruusrakenteen kisitte-
lemisessd hdvityn ajan.

Toteutettua ohjelmaa voisi periaattees-
sa kdyttad 2 x 2 x 2 Rubikin kuution rat-
kaisemisen apuvilineeni. Tilan syottdmi-
nen sille on kuitenkin niin kémpel6d, ettd
moni ratkaisee kuution nopeammin kuin
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et. tiloja uusia et. tiloja uusia et. tiloja uusia
0 1 1 5 2944 2256 10 1450216 930 588
1 7 6 6 11913 8 969 11 2801068 1350852
2 34 27 7 44 971 33058 12 3583 604 782 536
3 154 120 8 159120 114149 13 3673884 90 280
4 688 534 9 519628 360508 14 3674160 276

Taulukko 4: Saavutettujen tilojen médrd pyordytyssarjan pituuden funktiona

syottdd tilan. Suurempi hyoty ohjelmasta
saadaan tutkimalla sen avulla tila-avaruu-
den rakennetta.

Taulukossa 4 on saavutettujen tilojen
madrd etdisyyden eli alkutilasta alkavan
pyordytyssarjan pituuden funktiona. Kol-
mas palsta kertoo uusien tilojen méiérén,
eli niiden tilojen, jotka voi saavuttaa en-
simmdiisen palstan luvun pituisella pyo-
rdytyssarjalla mutta ei lyhyemmalla.

Taulukosta nikyy, ettd etdisin tila on
14 pyoraytyksen piadssi jarjestetystd tilas-
ta. Yli puolet tiloista on yli 10 pyordytyk-
sen etdisyydelld, siis reilusti kauempana
kuin puolet maksimietdisyydestd. Taulu-
kosta voi my0s paitelld, ettd jos tehtdisiin
ohjelma, joka etsii annetulle tilalle ratkai-
sua tekemdlld yhtidaikaa leveyteen ensin
-hakua sekd jarjestetystd tilasta ettd anne-
tusta tilasta alkaen, niin sen ei koskaan tar-
vitsisi tutkia yli 90 000 tilaa!

Miti seuraavaksi? Luonnolliselta tun-
tuisi kidydda 3 x 3 x 3 Rubikin kuution
kimppuun. Valitettavasti silld on periti 8! -
121.212.38 /12 ~ 410 saavutettavaa ti-
laa, mik4 taitaa olla liian iso pala ylihuo-
misenkin tietokoneille. Vain osan tiloista
tutkivia ohjelmia voi toki tehd4d, mutta on

vaikea tietdd, onko sellaisen 16ytdmai rat-
kaisu lyhyin mahdollinen. Ylip4énsi jon-
kin ratkaisun 16ytdmisessi ei ole haastetta
— siihen on julkaistu ohjeita.

Se tiedetddn, ettd nurkkapalat paikal-
leen laittava optimaalinen pyOridytyssarja
voidaan 16ytdd 20 sekunnissa. Nimittiin,
2 x 2 x 2 kuutio on 3 x 3 X 3 kuution
nurkkapalojen joukko.
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